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Prólogo 


Éste constituye el primero de dos volúmenes de un libro de texto que deriva de 
un curso (Matemáticas 160) ofrecido en el California Institute of Technology du- 
rante los últimos 25 años. Proporciona una introducción a la Teoría analítica de nú- 
meros apropiada para estudiantes de Licenciatura con cierto conocimiento del Cálculo 
superior, pero que carecen de todo conocimiento de Teoría de números. En realidad, 
gran parte del libro no requiere Cálculo alguno y puede ser estudiado con provecho 
por los estudiantes de Escuelas superiores sofisticadas. 

La Teoría de números es tan basta y rica que un curso no puede hacer justicia a 
todas sus partes. Problemas que han fascinado a generaciones de matemáticos afi- 
cionados y profesionales se discuten junto con algunas de las técnicas para resol- 
verlos. f 

Una de las metas de este curso consiste en nutrir el interés intrínseco que todos 
los estudiantes jóvenes de matemáticas parecen tener por la Teoría de números y 
abrirles algunas puertas a la literatura periódica corriente. Ha resultado grato com- 
probar que muchos de los estudiantes que han seguido este curso durante los 25 años 
pasados son matemáticos profesionales, y alguno ha aportado contribuciones notables 
por sí mismo a la Teoria de números. Este libro va dedicado a todos ellos. 


1 El segundo volumen está a punto de aparecer en la Springer-Verlag Series Graduate Texts in 
Mathematics bajo el título de Modular Functions and Dirichlet Series in Number Teory (En el 
momento de efectuar la traducción ya ha hecho su aparición. N. d. t.) 
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Introducción histórica 


La teoría de números es la rama de la Matemática que trata de las propiedades 
de la totalidad de los números, 


1,23 Srs 


llamados números naturales, o enteros positivos. 

Los enteros positivos constituyen, sin duda alguna, la primera creación mate- 
mática del hombre. Es realmente difícil imaginar los seres humanos sin la habilidad 
de contar, aunque ésta se hallase reducida a estrechos límites. La Historia nos dice 
que ya en los años 5700 A.C. los antiguos sumerios disponían de un calendario, 
luego debían haber desarrollado ya alguna forma de Aritmética. 

En los años 2500 A.C. los sumerios desarrollaron un sistema de numeración 
utilizando 60 como base. Éste pasó a los babilonios que desarrollaron una gran 
habilidad calculadora. Se han encontrado tablillas de arcilla babilónicas que con- 
tienen tablas matemáticas elaboradas, y que se datan en 2000 A.C. 

Cuando las antiguas civilizaciones alcanzaron un nivel que les dejaba tiempo 
libre para pensar sobre las cosas, algunos pueblos empezaron a especular acerca 
de la naturaleza y propiedades de los números. Esta curiosidad se desarrolló en 
un cierto misticismo-numérico o «Numerología», y aún hoy números como 3, 7, 11 
y 13 se consideran portadores de buena o mala suerte. 

Los números se utilizaron para fijar los recuerdos y celebrarlos y para las tran- 
sacciones comeciales unos 5000 años antes de que se pensase en estudiarlos en sí 
mismos de forma sistemática. La primera orientación científica al estudio de 
los enteros, es decir, el origen de la Teoría de los números, se atribuye generalmente 
a los griegos. Allá por los años 600 A.C., Pitágoras y sus discípulos efectuaron 
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un estudio bastante completo de los enteros. Fueron los primeros en clasificar los 
enteros de diversas formas: 


Números pares: 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, ... 

Números impares: Le: 3: 3; 27,29, Dy 1 BS) vs 

Números primos: 2,3 5; 7,11, 13; E7,. 19, 23, 29,31, 37,41, 43, 47,.:53,.59; 
61, 67, 71 73 79, 83, 89, 97,... 

Números compuestos: 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, ... 


Un número primo es un número mayor que 1 cuyos únicos divisores son 1 y 
él mismo. Los números que no son primos se llaman compuestos, excepto el nú- 
mero 1 que no se considera ni primo ni compuesto. 

Los pitagóricos relacionaron además los números con la Geometría. Introdujeron 
la idea de números poligonales: números triangulares, números cuadráticos, nú- 
meros pentagonales, etc. La razón de esta nomenclatura geométrica aparece clara 
cuando los números se representan por medio de puntos colocados en forma de 
triángulos, cuadrados, pentágonos, etc., tal como se indica en la figura 1.1. 


A Å 
o a Al EL 


6 of a ay 


Figura 1.1 
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Otra conexión con la Geometría procede del famoso teorema de Pitágoras que 
establece que en todo triángulo rectángulo el cuadrado de la longitud de la hipo- 
tenusa es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de los catetos (ver figu- 


z 


x 


Figura 1.2 


ra 1.2). Los pitagóricos se interesaron por los triángulos rectángulos cuyos lados eran 
enteros, como los de la figura 1.3. Tales triángulos se conocen como triángulos 
pitagóricos. La correspondiente terna de números (x, y, z) que representan las 
longitudes de los lados se llama terna pitagórica. 

Se ha encontrado una tablilla babilónica, datada alrededor de 1700 A.C., que 
contiene una lista extensa de ternas pitagóricas, algunos de cuyos números son 
bastante grandes. Los pitagóricos fueron los primeros en proporcionar un método 
para determinar infinidades de ternas. En notación moderna podemos describirlo 
como sigue: Sea n un número impar mayor que 1, y sea 

x=n y=Hn?-1), z=Hn? + 1). 


La terna que resulta (x, y, z) constituye siempre una terna pitagórica con z = y + 1. 
He aquí algunos ejemplos: 


3 > PY > 1 12 1» 

y 4 12 24 40 60 84 112 144 180 

z 5 13 25 41 61 85 113 145 181 

Además de éstas existen otras ternas pitagóricas; por ejemplo: 
x 8 12 16 20 
y 15 35 63 99 


z 17 37 65 101 


En estos ejemplos tenemos z = y + 2. Platón (430-349 A.C.) justificó un método 
para determinar todas estas ternas; en notación moderna viene dado por las 
fórmulas ES 
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x=4n, y=4n?-1, z=4n+1. 


Alrededor de 300 A.C. ocurrió, en la historia de la Matemática, un suceso 
realmente importante. La aparición de los Elementos de Euclides, una colección 
de 13 libros, transformó las matemáticas de la Numerología en una ciencia deductiva. 
Euclides fue el primero en presentar hechos matemáticos junto con demostraciones 
rigurosas de tales hechos. 


5 
3 37 +4? =5? A 135? +12? = 13? 


4 12 
Figura 1.3 


Tres de tales libros-se hallan dedicados a la Teoría de números (Libros VII, IX y X). 
En el libro IX Euclides demostró que existe una infinidad de números primos. Esta 
demostración todavía se enseña hoy en nuestras aulas. En el libro X dio un método 
para obtener todas las ternas pitagóricas si bien no demuestra que este método, 
realmente, las da todas. El método se puede establecer sumariamente por las 
fórmulas 


x = tla? — b?) y= 2tab, z = t(a? + b?), 


en donde t, a, y b, son enteros positivos arbitrarios tales que a > b, a y b carecen 
de factores primos comunes, y uno de ellos, a ó b, es par y el otro impar. 

Además Euclides aportó una importante contribución a otro problema plan- 
teado por los pitagóricos —el de buscar todos los números perfectos. El número 6 
fue llamado número perfecto puesto que 6 = 1 + 2 + 3, que es la suma de sus 
divisores propios (esto es, la suma de todos los divisores menores que 6). Otro 
ejemplo de número perfecto es 28 puesto que 28 = 1 +2 + 447 + 14, y 1, 2, 
4, 7, y 14 son los divisores de 28 menores que 28. Los griegos se referían a los di- 
visores propios de un número llamándolos sus «partes». Los números 6 y 28 se 
llamaron perfectos porque eran iguales a la suma de todas sus partes. 

En el libro IX Euclides da todos los números perfectos pares. Demuestra que 
un número par es perfecto si tiene la forma 


2P- 42? — 1), 


en donde p y 2” — 1 son primos. 
Dos mil años más tarde, Euler demostró el recíproco del teorema de Euclides. 


Esto es, cada número perfecto par debe ser del tipo descrito por Euclides. Por 
ejemplo, para 6 y 28 tenemos 
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6=2122-1)=2.3 y 28=2% 123 -— 1)=4.7, 


Los cinco primeros números pares perfectos son 


6, 28, 496, 8128 y 33 550 336. 


Los números perfectos son, realmente, muy raros. En el momento actual (1980) 
sólo se conocen 24 números perfectos. Corresponden a los siguientes valores de p 
en la fórmula de Euclides: 


2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1279, 2203, 2281, 
3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 11213, 19937. 


Los números de la forma 2” — 1, en donde p es primo, se conocen con el nom- 
bre de números de Mersenne y se designan por M, en honor de Mersenne, que los 
estudió en 1644. Se sabe que M, es primo para los 24 primos dados en la lista an- 
terior y compuesto para todos los demás valores de p < 257, excepto quizás para 


p = 157, 167, 193, 199, 227, 229; 


para éstos no se sabe si M, es primo o compuesto. 


No se conoce ningún número perfecto impar; tampoco se sabe si existen. Pero 
si existen deben ser muy grandes; de hecho, mayores que 10% (ver Hagis [29]). 

Ahora volvemos a una breve descripción histórica de la Teoría de números 
desde el tiempo de Euclides. 

Después de Euclides, 300 A.C., no se efectuaron avances significativos en Teoría 
de números hasta aproximadamente 250 D.C. en que otro matemático griego, 
Diofanto de Alejandría, publicó 13 libros, de los que se han conservado seis. Esta 
es la primera obra griega en la que se realiza un uso sistemático de los símbolos 
algebraicos. Si bien dicha notación algebraica parece torpe frente a la usual 
de hoy día, Diofanto fue hábil para resolver ecuaciones algebraicas con dos o tres 
incógnitas. Muchos de estos problemas se originaron en la Teoría de números 
y a él le pareció natural buscar soluciones enteras para las ecuaciones. Las ecua- 
ciones que deben ser resueltas por medio de valores enteros de las incógnitas se 
llaman hoy ecuaciones diofánticas, y el estudio de tales ecuaciones recibe el nombre 
de Análisis diofántico. La ecuación x? + y? = 2? relativas a las ternas pitagóricas 
constituye un ejemplo de ecuación diofántica. 

Tras Diofanto no se realizaron muchos progresos en Teoría de números hasta 
el siglo diecisiete, si bien existe evidencia de que el tema empezaba a florecer en 
el Lejano Oriente —especialmente en la India— en el período entre 500 D.C. y 
1200 D.C. 
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En el siglo diecisiete el tema renació en la Europa Oeste, en gran manera gra- 
cias a los esfuerzos de un matemático francés, Pierre de Fermat (1601-1665), que 
se conoce generalmente como el padre de la Teoría moderna de números. Gran 
parte de la inspiración de Fermat deriva de los trabajos de Diofanto. Fue el pri- 
mero en descubrir propiedades realmente profundas de los enteros. Fermat demos- 
tró los siguientes teoremas sorprendentes: 

Todo entero o es un número triangular o una suma de 2 o 3 números triangulares; 
todo entero o es cuadrático o es una suma de 2, 3 o 4 cuadráticos; todo entero es 
pentagonal o es una suma de 2, 3, 4 ó 5 números pentagonales, y así sucesivamente. 

Fermat descubrió también que todo número primo de la forma 4n + 1 tal como 
5, 13, 17, 29, 37, 41, etc., es una suma de dos cuadrados. Por ejemplo, 


5=1*?+2? 13 = 2? + 32 17= 17+ 47, 29=2? + 52, 
37 = 17+67, 41 = 47 + 52, 


Poco tiempo después de Fermat, los nombres de Euler (1707-1783), Lagrange 
(1763-1813), Legendre (1752-1833), Gauss (1777-1855), y Dirichlet (1805-1859) re- 
sultaron prominentes en el posterior desarrollo de la teoria. El primer libro de Teoria 
de números fue publicado por Legendre en 1798. Tres años más tarde Gauss pu- 
blicó Disquisitiones Arithmeticae, un libro que transformaba la materia en una 
ciencia sistematica y bella. Sin embargo utilizaba gran cantidad de contribuciones 
de otras ramas de la Matemática, asi como de otras ciencias. El mismo Gauss 
consideraba este libro sobre Teoría de números su mejor obra. 

En los últimos doscientos años, o sea desde los tiempos de Gauss, ha existido 
un desarrollo intenso de la materia en muchas direcciones. Es imposible dar en 
pocas páginas una clara exposición de los tipos de problemas que se estudian en 
la Teoría de números. El campo es muy vasto y algunas de sus partes requieren 
un profundo conocimiento de matemáticas superiores. A pesar de todo, existen 
muchos problemas de Teoría de números que resulta muy fácil enunciarlos. Al- 
gunos de ellos se refieren a números primos, y dedicamos el resto de esta intro- 
ducción a tales problemas. 

En las páginas anteriores hemos dado la lista de los primos menores que 100. 
Una tabla que daba la lista de todos los números primos menores que 10 millones 
fue publicada en 1914 por un matemático americano, D. N. Lehmer [43]. Existen 
exactamente 664 579 primos menores que 10 millones, o aproximadamente 6 4 %. 
Más recientemente D. H. Lehmer (el hijo de D. N. Lehmer) calculó el total de pri- 
mos menores que 10 mil millones; hay exactamente 455 052 512 de tales primos, o 
sea aproximadamente 44 % si bien no se conocen todos estos primos individual- 
mente (ver Lehmer [41]). 

Un examen detallado de una tabla de primos pone de manifiesto que se hallan 
distribuidos de forma muy irregular. Las tablas muestran grandes espacios entre 
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primos. Por ejemplo, el primo 370 261 va seguido de 111 compuestos. No existe 
primo alguno entre 20 831 323 y 20 831 533. Es facil demostrar que entre números 
primos se pueden presentar eventualmente espacios arbitrariamente grandes. 

Por otro lado, las tablas muestran que se presentan reiteradamente primos 
consecutivos tales como 3 y 5, o 101 y 103. Los primos que, como éstos, difieren 
sólo en dos unidades se conocen como primos gemelos. Hay unos 1000 pares gemelos 
por debajo de 100000 y unos 8000 por debajo de 1 000000. El par más grande 
conocido hoy por hoy (ver Williams y Zarnke [76]) es 76:318% — 1 y 76:319 + 1. 
Muchos matemáticos creen que existe una infinidad de estos pares, pero ninguno 
ha sido capaz de demostrarlo. 

Una de las razones de la irregularidad en la distribución de primos es que no 
existe ninguna fórmula simple que produzca todos los números primos. Algunas 
fórmulas proporcionan muchos primos. Por ejemplo, la expresión 


x?—-x+41 
da un primo para x = 0, 1,2, ..., 40, mientras que 
x? — 79x + 1601 


da un primo para x = 0,1, 2,..., 79. Sin embargo, ninguna de tales fórmulas 
simples puede dar un primo para todo x, aunque se utilicen cubos y potencias 
superiores. De hecho, en 1752 Goldbach probó que ningún polinomio en x con 
coeficientes enteros puede ser primo para todo x, e incluso para x suficientemente 
grande. 

Algunos polinomios representan infinidad de primos. Por ejemplo, cuando x, 
recorre los enteros 0, 1, 2, 3, ..., el polinomio lineal 


2x +1 


da todos los números impares por lo tanto una infinidad de primos. También, 
cada uno de los polinomios 


4x+1 y 4x + 3 


representa una infinidad de primos. En un trabajo famoso [15] publicado en 1837, 
Dirichlet demostró que, si a y b son enteros positivos carentes de factores comunes, 
el polinomio 
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ax +b 


da una infinidad de primos cuando x recorre todos los enteros positivos. Este re- 
sultado se conoce como teorema de Dirichlet sobre la existencia de primos en una 
progresión aritmética dada. 

Para demostrar el teorema, Dirichet salió fuera del reino de los enteros e in- 
trodujo instrumentos de Análisis tales como los límites y la continuidad. Por este 
motivo puso los fundamentos de una nueva rama de la Matemática llamada Teoría 
analítica de números, en la cual se utilizan ideas y métodos del Análisis real y com- 
plejo para resolver problemas sobre enteros. 

No se sabe si existe un polinomio cuadrático ax? + bx + c con a 4 0 que 
representa una infinidad de primos. Sin embargo, Dirichley [16] utilizó sus pode- 
rosos métodos analíticos para-demostrar que, si a, 2b, y c carecían de factores 
primos comunes, el polinomio cuadrático en dos variables 


ax? + 2bxy + cy? 


representa una infinidad de primos cuando x e y recorren los enteros positivos. 

Fermat creía que la fórmula 2?” + 1 daría siempre un primo para n = 0, 1,2, ... 
Estos números se llaman números de Fermat y se designan por F,. Los cinco pri- 
meros son: 


Fo=3, F,=5, F,=17, Fj=257 y F¿=65537, 


y todos ellos son primos. Sin embargo, en 1732 Euler halló que F; es compuesto; 
de hecho 


F, = 23? + 1 = (641)(6 700 417). 


Estos números son de interés también en Geometría plana. Gauss demostró que, 
si F, es un primo, por ejemplo F, = p, entonces se puede construir un poligono 
regular de p lados con regla y compás. 

Más allá de F; no se han hallado otros primos de Fermat. En efecto, para 5<n< 16, 
cada número de Fermat F, es compuesto. Además, se sabe que F,, es compuesto 
para los siguientes valores aislados de n: 


n = 18,19, 21,23, 25, 26, 27, 30, 32, 36, 38, 39, 42, 52, 55, 58, 63, 73, 77, 
81, 117, 125, 144, 150, 207, 226, 228, 260, 267, 268, 284, 316, 452, 
y 1945. 
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El mayor número de Fermat compuesto, F45, tiene más de 1058? dígitos, un nú- 
mero mayor que el número de letras de los listines telefónicos de Los Angeles 
y New York juntos (ver Robinson [59] y Wrathall [77]). 

Ya hemos mencionado anteriormente que no existe ninguna fórmula simple 
que dé todos los primos. En conexión con este hecho, mencionemos un resultado 
descubierto en 1947 por un matemático americano, W. H. Mills [50]. Demostro 
que existe algún número A, mayor que | pero no entero tal que 


[4%] es primo para todo x = 1 2,3,... 


Aqui [4**] significa el mayor entero < A”. Por desgracia se desconoce a qué es 
igual A. 

Los resultados anteriores ilustran la irregularidad de la distribución de los nú- 
meros primos. Sin embargo, si se examinan grandes bloques de primos se encuentra 
que su distribución media parece bastante regular. Si bien no se terminan los 
números primos, se presentan cada vez más espaciados, en media, a medida que 
se avanza en la tabla. La cuestión del enrarecimiento en la distribución fue mo- 
tivo de muchas especulaciones en el siglo diecinueve. Para estudiar esta distribu- 
ción, consideramos una función, designada por x(x), que cuenta el número de 
primos < x. Luego 


a(x) = al número de primos p que verifican 2 < p< x. 


A continuación se da una breve tabla de esta función y su comparación con x/log x, 
en donde log x es el logaritmo neperiano de x. 


x n(x) x/log x n(x) | Ce 
10 4 43 0,93 
10? 25 21,7 115 
10? 168 1449 1,16 
10* 1 229 1 086 1,11 
10* 9 592 8 686 1,10 
10° 78 498 72 464 1,08 
10’ 664 579 621 118 1,07 
108 5 761 455 5 434 780 1,06 


10° 50 847 534 48 309 180 1,05 
1010 455052512 434294 482 1,048 


Examinando una tabla como ésta para x < 10%, Gauss [24] y Legendre [40] 
propusieron independientemente que, para x grande, el cociente 
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era próximo a | y conjeturaron que este cociente tendía a 1 cuando x tendía a oo. 
Tanto Gauss como Legendre intentaron demostrar esta afirmación pero no tuvieron 
éxito. El problema de determinar la veracidad o falsedad de esta conjetura atrajo 
la atención de matemáticos eminentes durante cerca de 100 años. 

En 1851 el matemático ruso Chebyshev [9] dio un paso importante al demos- 
trar que sí dicho cociente tenía límite, este límite debía ser 1. Sin embargo no fue 
capaz de demostrar que el cociente tenía límite. 

En 1859 Riemann [58] atacó el problema con métodos analíticos, utilizando 
una fórmula descubierta por Euler en 1737 que relaciona los números primos con 
la función 


A 
në 


w= Y 


para s real > 1. Riemann consideró valores complejos de s y dio un método inge- 
nioso para conectar la distribución de los primos con las propiedades de la función 
¿(s). Las matemáticas necesarias para justificar todos los detalles de este método 
no habían sido desarrolladas completamente y Riemann no fue capaz de resolver 
completamente el problema anterior antes de su muerte en 1866, 

Treinta años más tarde se establecieron las herramientas analíticas necesarias 
y en 1896 J. Hadamard [28] y C. J. de la Vallée Poussin [71] demostraron, inde- 
pendientemente y casi simutáneamente, que 


lim n(x)log x aii 


x>w x 


Este resultado notable se llama el teorema del número primo, y su demostración 
constituyó uno de los éxitos más completos de la Teoría analítica de números. 

En 1949, dos matemáticos contemporáneos, Atle Selberg [62] y Paul Erdós [19] 
causaron sensación en el mundo matemático al descubrir una demostración ele- 
mental del teorema del número primo. Su demostración, si bien es muy intrincada 
no utiliza ni ¿(s) ni la teoría de las funciones complejas y, en principio, es acce- 
sible a todo el que se halle familiarizado con el Cálculo elemental. 

Uno de los problemas más famosos relativos a números primos lo constituye 
la llamada conjetura de Goldbach. En 1742, Goldbach [26] escribió a Euler sugi- 
riéndole que cada número par > 4 es una suma de dos primos. Por ejemplo, 
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4=2+2, 6=3 + 3, 8=3 +5, 
10=3+7=5+5, 12=5+7. 


Esta conjetura está sin decidir hasta hoy, si bien en los últimos años se han efec- 
tuado ciertos progresos que indican que probablemente es verdadera. ¿Por qué los 
matemáticos piensan actualmente que probablemente es verdadera si no han sido 
capaces de demostrarla ? Ante todo, la conjetura ha sido comprobada por computa- 
ción efectiva para todo número par menor que 33 x 10%, Se ha establecido que 
cada número par mayor que 6 y menor que 33 x 10% es, en efecto, no sólo la suma 
de dos primos impares sino la suma de dos primos impares distintos (ver Shen [66]). 
Pero en Teoría de números la comprobación de unos pocos centenares de casos no 
constituye evidencia suficiente para convencer a los matemáticos de que algo es 
probablemente verdadero. Por ejemplo, todos los primos impares se dividen en 
dos categorías, los de la forma 4n + 1 y los de la forma 4n + 3. Sea 7,(x) la no- 
tación de todos los primos 4 x que son de la forma 4n + 1, y sea 2,(x) la de los 
números que son de la forma 4n + 3. Sabemos que existe una infinidad de primos 
de ambos tipos. Por computación se estableció que 2,(x) #24(x) para todo x < 26 861. 
Pero en 1957, J. Leech [39] estableció que para x = 26861 se verificaba 7,(x) = 
= 1473 y m(x) = 1472, luego la desigualdad se invertía. En 1914, Littlewood [49] 
demostró que con una frecuencia infinita esta desigualdad se invertía de sentido. 
Esto es, existe una infinidad de x para los que z,(x)< xa(x) y también una in- 
finidad de x para los que xa(x) < 2,(x). Las conjeturas relativas a los números 
primos pueden ser erróneas a pesar de haber sido comprobadas por el cálculo de 
centenares de casos. 

Por consiguiente, el hecho de que la conjetura de Goldbach se haya verificado 
para todos los números pares menores que 33 x 10% constituye únicamente un 
poco de evidencia a su favor. 

Otra forma que tienen los matemáticos para evidenciar la veracidad de una 
conjetura particular consiste en demostrar otros teoremas que son algo parecidos 
a la conjetura. Por ejemplo, en 1930 el matemático ruso Schnirelmann [61] de- 
mostró que existe un M tal que cada n, a partir de un lugar, es una suma de Mo 
menos primos: 


N=P1+DP2+:::+Dm (para n suficientemente grande) 


Si supiésemos que M es igual a 2 para todo n par, habríamas demostrado la conje- 
tura de Goldbach para n suficientemente grande. En 1956 el matemático chino 
Yin Wen-Lin [78] demostró que M < 18. Esto es, cada número n, a partir de un 
lugar, es suma de 18 o menos primos. El resultado de Schnirelmann se consi- 
dera un paso de gigante con vistas a demostrar la conjetura de Goldbach. Es el 
primer progreso real efectuado en este problema en casi 200 años. 
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Un planteamiento más preciso a la solución del problema de Goldbach fue 
establecido en 1937 por otro matemático ruso, J. M. Vinogradov [73], el cual de- 
mostró que, a partir de un lugar, todo número impar es la suma de tres primos: 


n =P, +P + Ps (n impar, n suficientemente grande). 


De hecho, este resultado es verdadero para todo n impar mayor que 33” (ver Bo- 
rodzkin [5]. Hoy constituye la pieza más importante de evidencia en favor de la 
conjetura de Goldbach. Por un lado, es fácil demostrar que el teorema de Vino- 
gradov es una consecuencia de la afirmación de Goldbach. Es decir, si la conjetura 
de Goldbach es verdadera, entonces la afirmación de Vinogradov se deduce fácil- 
mente. La conquista más sobresaliente de Vinogradov fue su habilidad para probar 
su resultado sin utilizar la conjetura de Goldbach. Por desgracia, nadie ha sido 
capaz de establecerlo en el otro sentido y de demostrar la afirmación de Goldbach 
a partir de la de Vinogradov. 

Otra pieza de la evidencia en favor de la conjetura de Goldbach fue estable- 
cida en 1948 por el matemático húngaro Rényi [57] que demostró que existe un 
número M tal que cada número impar n suficientemente grande se puede escribir 
como suma de un primo con otro número que no posee más de M factores primos: 


n=p+A, 


en donde A no posee más de M factores primos (n par, n suficientemente grande). 
Si supiésemos que M = 1 entonces la conjetura de Goldbach sería cierta para 
todo n suficientemente grande. En 1965 A. A. Buhstab [6] y A. I. Vinogradov [72] 
demostraron que M < 3, y en 1966 Chen Jing-run [10] demostró que M < 2. 

Concluimos esta introducción con una breve mención de algunos de los pro- 
blemas no resueltos concernientes a números primos. 


1. (Problema de Goldbach). ¿Existe un número par > 2 que no sea suma de dos 

primos ? 

2. ¿Existe un número par > 2 que no sea la diferencia de dos primos? 

. ¿Existe una infinidad de primos gemelos? 

. ¿Existe una infinidad de primos de Mersenne, esto es, primos de la forma 2” — 1, 
p primo? 

. ¿Existe una infinidad de números compuestos de Mersenne? 

. ¿Existe una infinidad de primos de Fermat, esto es, primos de la forma 2" + 1? 

. ¿Existe una infinidad de números de Fermat compuestos? 

. ¿Existe una infinidad de primos de la forma x? + 1, en donde x es un entero? 
(Sabemos que existe una infinidad de primos de la forma x? + y*, y de la forma 
x? +y? +1, y de la forma x? + y? + 2? + 1). 

9. ¿Existe una infinidad de primos de la forma x? + k (k dado)? 


Pu 


o 300 un 
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10. ¿Existe siempre un primo, por lo menos, entre n? y (n + 1)? para cada entero 
n> 1? 

11. ¿Existe siempre un primo, por lo menos, entre n? y n? + n para cada entero n > 1? 

12. ¿Existe una infinidad de primos cuyos dígitos (en base 10) son todos unos? 
(Existen dos ejemplos: 11 y 11 111 111 111 111 111 111111.) 


El matemático profesional se siente atraído por la Teoría de números porque 
en sus métodos se pueden utilizar todas las armas de la Matemática moderna para 
esclarecer sus problemas. Es una realidad que ramas muy importantes de la Ma- 
temática han tenido su origen en la Teoría de números. Por ejemplo, los primeros 
intentos para resolver el teorema del número primo estimularon el desarrollo de 
la teoría de las funciones complejas, especialmente la teoría de las funciones en- 
teras. Los intentos para demostrar que la ecuación diofántica x”+- y”+ z” no posee 
soluciones no triviales si n > 3 (conjetura de Fermat) contribuyeron al desarrollo 
de la Teoría algebraica de números, una de las áreas más activas de la investigación 
matemática actual. Si bien la conjetura de Fermat permanece sin decidir, ello pa- 
rece poco importante frente a la gran cantidad de teorías matemáticas que han sido 
creadas como resultado de los trabajos acerca de dicha conjetura. Otro ejemplo 
lo constituye la teoría de las particiones que ha constituido un factor importante 
en el desarrollo del Análisis combinatorio y en el estudio de las funciones modulares. 

Existen centenares de problemas no resueltos en Teoría de números. Aparecen 
problemas nuevos más rápidamente que se resuelven los antiguos, y muchos de los 
antiguos llevan siglos sin resolverse. Como dijo una vez el matemático Sierpinski, 
«...el progreso de nuestro conocimiento de los números avanza no sólo por lo que 
de ellos ya conocemos, sino también porque nos damos cuenta de lo que todavía 
de ellos desconocemos». 

Nota. Todo estudiante serio de Teoría de números ha de estar familiarizado 
con los tres volúmenes de la obra de Dickson, History of the Theory of Numbers 
[13], y con los seis volúmenes de la de Le Veque, Reviews in Number Theory [45]. 
La History de Dickson proporciona un conocimiento enciclopédico de toda la 
literatura de la Teoría de números hasta 1918. Los volúmenes de Le Veque repro- 
ducen todos los artículos de los volúmenes 1-44 de las Mathematical Reviews (1940- 
(1972) que se refieren directamente a cuestiones consideradas comúnmente como 
parte de la Teoría de números. Estas dos valiosas colecciones proporcionan prác- 
ticamente una historia de todos los descubrimientos importantes en Teoría de nú- 
meros desde la antigiiedad hasta 1972. 


Capítulo 1 


El teorema fundamental 
de la Aritmética 


1.1 INTRODUCCIÓN 


En este capítulo se introducen conceptos básicos de la Teoría elemental de nú- 
meros tales como la divisibilidad, el máximo común divisor, y los números primos 
y compuestos. Los resultados principales son el teorema 1.2, que establece la 
existencia del máximo común divisor para todo par de enteros, y el teorema 1.10, 
(el teorema fundamental de la Aritmética), que demuestra que todo entero mayor 
que 1 se puede representar como producto de factores primos de forma única 
(salvo el orden de los factores). Muchas de las demostraciones utilizan la siguiente 
propiedad de los enteros. 


El principio de inducción. Si Q es un conjunto de enteros tales que 


(a) 1€0, 
(b) nEQ implica n+ 1€ 0, 


entonces 
(c) todo entero = 1 pertenece a Q. 

Existen, además, otras formulaciones de este principio. Por ejemplo, en (a) po- 
demos substituir 1 por un entero cualquiera k, siempre que en (c) la desigualdad 
> 1 se substituya por > k. Además (b) se puede substituir por 1, 2, 3,..., 
n € O implica (n+ 1) e O. 
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Suponemos que el lector se halla familiarizado con este principio así como con 
su uso en las demostraciones de teoremas por inducción. Le suponemos también 
familiarizado con el siguiente principio que es lógicamente equivalente al principio 
de inducción. 


El principio de buena ordenación. Si A es un conjunto no vacío de enteros posi- 
tivos, entonces Á posee un elemento mínimo. 

De nuevo, este principio posee formulaciones equivalentes. Por ejemplo, «en- 
teros positivos» se puede substituir por «enteros > k para un cierto k». 


1.2 DIVISIBILIDAD 


Notación. En este capítulo, las letras latinas minúsculas a, b, c, d, n, etc., 
denotan enteros; pueden ser positivos, negativos, o cero. 


Definición de divisibilidad. Diremos que d divide n y escribiremos d|n si n = cd 
para un.c. Diremos también que n es un múltiplo de d, que d es un divisor de n, 
o que d es un factor de n. Si d no divide a n escribiremos d+ n. 


La divisibilidad establece una relación binaria entre enteros con las siguientes 
propiedades elementales cuyas demostraciones se dejan como ejercicio para el 
lector, (Salvo indicación expresa, las letras a, b, d, m, n del teorema 1,1 representan 
enteros arbitrarios.) 


Teorema 1.1 La divisibilidad verifica las siguientes propiedades: 


(a) n|n (propiedad reflexiva) 

(d) dln y nm implica d|m (propiedad transitiva) 

(c) din y d|m implica d|(an + bm) (propiedad lineal) 

(d) d|n implica adjan (propiedad de multiplicación) 
(e) adlan y a + 0 implica d|n (propiedad de simplificación) 
(f) ln (1 divide a todos los enteros) 
(g) nj0 (cada entero divide a cero) 
(h) O|n implica n = 0 (el cero sólo divide al cero) 
(i) din y n + 0 implica |d| < |n| (propiedad de comparación) 


(j) din y n|d implica |d| = |n| 
(k) din y d + 0 implica (n/d)|n. 


Nota. Si d|n entonces n/d se llama el divisor conjugado de d. 
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1.3 MÁXIMO COMÚN DIVISOR 


Si un d divide a dos enteros a y b, entonces d se llama divisor común de a y b. 
Así, pues, 1 es un divisor común de todo par de enteros a y b. Ahora demostraremos 
que todo par de enteros a y b poseen un divisor común que se puede expresar como 
combinación lineal de a y b. 


Teorema 1.2 Dados dos enteros a y b, existe un divisor común de a y b de la 
forma 


d= ax + by, 


en donde x e y son enteros. Además, todo divisor común de a y b divide a este d. 


DEMOSTRACIÓN. Ante todo suponemos que a > 0 y b > 0. Utilizamos induc- 
ción sobre n, en donde n =a + b. Sin = 0 entonces a = b = 0 y podemos tomar 
d=0 con x = y = 0. Podemos pues suponer que el teorema se ha demostrado 
para 0, 1,2, ...,n — 1. Por simetría podemos suponer que a > b. Si b = 0 toma- 
mos d =a, x = 1, y=0. Si b > 1 aplicamos el teorema a a—b y b. Puesto que 
(a —b)+b=a=n—b < n- l, la hipótesis de inducción es aplicable y existe 
un divisor común d de a — b y b de la forma d = (a — b)x + by. Este d divide 
también a (a — b) + b =a, luego d es un divisor común de a yb y se tiene 
d = ax + (y — x)b, como combinación lineal de a y b. Para completar la demos- 
tración necesitamos demostrar que cada divisor común divide a d. Pero un divisor 
común divide a a y a b y por lo tanto, por linealidad, divide a d. 

Si a< 0 o b< 0 (o ambos), podemos aplicar el resultado recién demostrado a 
la] y |b|. Entonces existe un divisor común d de |a| y |b| de la forma 


d =|a|x + |bly. 


Si a < 0, lalx = -- ax = — a(— x). Análogamente, si b <0, |b]y = b(— y). Por 
lo tanto d es también ahora combinación lineal de a y b. ry 


Teorema 1.3 Dados dos enteros a y b, existe un número d y sólo uno, con las 
siguientes propiedades: 


(a) d>0 (d es no negativo) 
(b) dla y d|b (d es un divisor común de a y de b) 
(c) ela y elb implica eld (cada divisor común divide a d). 


18 El teorema fundamental de la Aritmética 


DEMOSTRACIÓN. Por el teorema 1.2 por lo menos existe un d que satisface las 
condiciones (b) y (c). Luego, — d también las satisface. Pero si d’ satisface (b) y (c), 
entonces d|d’ y d'|d, por lo tanto |d| =|d’| Luego existe exactamente un d> 0 
que satisface (b) y (c). O 


Nota. En el teorema 1.3, d = 0 si, y sólo si, a =b =O En cualquier otro 
caso d > 1. 


Definición. El número d del teorema 1.3 se llama máximo común divisor (med) 
de a y by se designa por (a, b) o aDb. Si (a, b) = 1 entonces se dice que a y b son 
primos entre sí (o relativos). 


La notación aDb surge al interpretar el mcd como una operación entre a y b. 
Sin embargo, la notación más comúnmente usada es (a, b) y es la que adoptaremos, 
si bien en el próximo teorema utilizaremos también la notación aDb con objeto 
de hacer resaltar las propiedades algebraicas de la operación D. 


Teorema 1.4 El mcd posee las siguientes propiedades: 


(a) (a, b) = (b, a) 

aDb = bDa (ley conmutativa) 
(b) (a, (b, c)) = ((a, b), c) 

aD(bDc) = (aDb)Dc (ley asociativa) 
(c) (ac, bc) = |c|(a, b) 

(ca)D(cb) = |c|(aDb) (ley distributiva) 
(d) (a, 1) = (1,a)=1,  (a,0) = (0, a) = la]. 

aDi = 1Da = 1, aD0 = 0Da = la]. 


DEMOSTRACION. Solamente demostraremos (c). Las otras demostraciones se 


dejan como ejercicio para el lector. 
Sea d = (a, b) y sea e = (ac, bc). Queremos demostrar que e = |c|d. Escribimos 


d = ax + by. Entonces tenemos 
(1) cd = acx + bey. 


Por lo tanto cd|e puesto que cd divide a ac y bc. Además, la ecuación (1) prueba 
que elcd puesto que elac y elbc. Por lo tanto |e| =|cd|, o e = |eld. 0 


Teorema 1.5 Lema de Euclides. Si albe y si (a, b) = 1, entonces alc. 
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DEMOSTRACIÓN. Puesto que (a, b) = 1 podemos escribir 1 = ax + by. Por con- 
siguiente c = acx + bey. Pero ajacx y albcy, luego alc. O 


1.4 NÚMEROS PRIMOS 


Definición. Un entero n se llama primo si n> 1 y si los únicos divisores posi- 
tivos de n son 1 y n. Sin > l y n no es primo, entonces n se llama compuesto. 


EJEMPLOS. Los números primos menores que 100 son 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 
19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89 y 97. 


Notación. Los números primos usualmente se designan por p, p’, Pi 9, qs qi 
Teorema 1.6 Cada entero n> 1 o es primo o es producto de números primos. 


DEMOSTRACIÓN. Utilizaremos inducción sobre n. El teorema es claro para n = 2. 
Suponemos que es cierto para cada entero < n. Entonces si n no es primo posee 
un divisor d 4 1, d # n. Por lo tanto n = cd, en donde c # n. Luego tanto c como 
d son < n y < 1, por lo que cada uno de ellos es un producto de números primos, y 
entonces n también lo es. O 


Teorema 1.7 Euclides. Existe una infinidad de números primos. 


DEMOSTRACIÓN DE EUCLIDES. Suponemos que sólo existe un número finito, por 
ejemplo Pi, Pa, -.., Pa Sea N = 1 + py po... Py. Puesto que N > 1 o N es primo 
o N es un producto de primos. Pero N no es primo ya que N es mayor que cada 
uno de los p;. Sin embargo ningún p; divide a N (si p¡|N entonces p; divide la a di- 
ferencia N — p, py... Pa = 1). Lo que contradice el teorema 1.6. O 


Teorema 1.8 Si un primo p no divide a a, entonces (p, a) = 1. 


DEMOSTRACIÓN. Sea d = (p, a). Entonces d|p, luego o d = 1 o d =p. Pero dla 
luego d # p puesto que p+ a. En consecuencia d= 1. Ex] 


Teorema 1.9 Si un primo p divide a ab, entonces pla ó plb. En general, si un 
primo p divide a un producto a, ... a,, entonces p divide a uno, por lo menos, de los 
factores. 


DEMOSTRACIÓN. Suponemos que plab y que pra. Veremos que plb. Por el 
teorema 1.8, (p, a) = 1, luego por el lema de Euclides, plb. 
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Para demostrar la afirmación más general se emplea la inducción sobre n, número 
de factores. Los detalles se dejan al lector. O 


1.5 EL TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA ARITMÉTICA 


Teorema 1.10 Teorema fundamental de la Aritmética. Cada entero n> 1 se 
puede representar como un producto de factores primos de forma única, salvo el orden 
de los factores. 


DEMOSTRACIÓN. Usaremos la inducción sobre n. El teorema es verdadero para 
n =2. Suponemos, entonces, que es verdadero para todo entero mayor que 1 y 
menor que n. Probaremos que es verdadero también para n. Si n es primo no hay 
que probar nada. Por lo tanto, suponemos que n es compuesto y admite dos 
descomposiciones, que son 


(2) n = PiP2***Ps= Q192***4r 


Queremos demostrar que s =? y que cada p es igual a algún q. Dado que p; di- 
vide el producto q,92...q. debe dividir a uno, por lo menos, de los factores. 
Ordenaremos los q}, 4», ... q, de forma que p,|q,. Entonces p, = q, ya que p, y qı 
son primos. En (2) podemos dividir por p, obteniendo 


n/p, = P2***Ps=42***q1- 


Si s>10t>1, entonces 1 < n/p, < n. La hipótesis de inducción nos dice que 
las dos descomposiciones de n/p, son idénticas, si prescindimos del orden de los 
factores. Por consiguiente s = 1 y las descomposiciones de (2) son también idén- 
ticas, si prescindimos del orden de los factores. Esto completa la demostración. O 


Nota. En la descomposición de un entero n, un cierto primo p puede aparecer 
más de una vez. Si los factores primos distintos de n son p}, ***, P, Y Si Py aparece a, 
veces como factor, escribiremos 


q pp 


o más brevemente, 


n= [Ip 
i=1 
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Esta expresión se llama descomposición de n factores primos. También es posi- 
ble expresar el número 1 de esta forma tomando cada uno de los exponentes a, 
iguales a 0. 


Teorema 1.11. Si n= IIi- p$‘, el conjunto de los divisores positivos de n es el 
conjunto de los números de la forma Ili =, pen donde 0 < c; < a, parai = 1,2, ---,r. 


DEMOSTRACIÓN. Ejercicio. 
Nota. Si escribimos los números primos en orden creciente, entonces: 
P=2, po=3,  p3=35,..., pz =el n-ésimo primo, 


cada entero positivo n (incluido el 1) se puede expresar en la forma 


ue llos" 
i=1 


en donde cada exponente a; > 0. Los divisores positivos de n son todos los 
números de la forma 


en donde 0 < c; < a. Los productos son evidentemente finitos. 


Teorema 1.12 Si dos enteros positivos a y b admiten las descomposiciones 


00 co 
a= [|p  b=TIIp?, 


i=1 i=1 


su mcd admite la descomposición 
wo 
(a,b) = [| p* 
i=1 


en donde cada c; = min {a,, b,), el menor de a, y b;. 


DEMOSTRACIÓN. Sea d = II$, pi. Dado que c; < a, y c, < b; tenemos dla y 
dlb,luego d es un divisor común de a y b. Sea e otro divisor común de a y b, y con- 
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sideremos la descomposición de e = II;2, ps. Entonces e, < a, y e, < b; o sea 
e, < c. Por lo tanto eld, luego d es el med de a y b. O 


1.6 LA SERIE DE LOS INVERSOS DE LOS PRIMOS 
Teorema 1.13 La serie infinita >°°., 1/p, diverge. 


DEMOSTRACIÓN. La siguiente demostración de este teorema se debe a Clark- 
son [11]. Suponemos que la serie converge y obtenemos una contradicción. Si la 
serie converge existe un entero k tal que 


<<. e? 
m=k+1 Pm x 


Sea O =p, ... Pr, y consideremos los números 1 + nQ para n = 1,2, ... Nin- 
guno de ellos es divisible por ninguno de los primos p,, ..., py. Por consiguiente, 
todos los factores primos de 1 + nO se hallan entre los primos py, Py+o» » .. Por 


consiguiente, para cada r > 1 tenemos 


Per 1+ ‘s <3 (3 x. a) 


puesto que la suma de la derecha contiene entre sus términos todos los términos 
de la izquierda. Pero el segundo miembro de esta desigualdad se halla dominado 
por la serie geométrica convergente 


26) 


Por consiguiente la serie 52°, 1/(1 + nQ) tiene sumas parciales acotadas y por lo 
tanto converge. Pero esto es contradictorio puesto que el criterio de la integral 
o el criterio de comparación del límite prueba que esta serie diverge. O 





its 


Nota. La divergencia de la serie > 1/p, fue demostrada por primera vez en 1737 
por Euler [20] que observó que implica el teorema de Euclides relativo a la exis- 
tencia de una infinidad de primos. 
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En un capítulo posterior obtendremos una fórmula asintótica que demuestra 
que las sumas parciales >=, 1/p, tienden a infinito como log (log n). 


1.7 EL ALGORITMO DE EUCLIDES 


El teorema 1.12 proporciona un método práctico para calcular el mcd (a, b) 
cuando se conocen las descomposiciones en factores primos de a y de b. Sin em- 
bargo, obtener estas descomposiciones en factores primos puede comportar con- 
siderables cálculos y es deseable disponer de un procedimiento que requiera menos 
esfuerzo. Existe un procedimiento útil conocido con el nombre de algoritmo de 
Euclides, que no requiere las descomposiciones de a y b. Este procedimiento se 
basa en divisiones sucesivas y hace uso del teorema que sigue. 


Teorema 1.14. El algoritmo de división. Dados dos enteros a y b con b> 0, 
existe un único par de enteros q y r tales que 


a=bq>+r, con 0 < r< b. 
Además, r =0 si, y sólo si, bla. 


Nota. Se dice que q es el cociente y r el resto obtenido al dividir a por b. 


DEMOSTRACIÓN. Sea S el conjunto de enteros no negativos dado por 
S = {y : y =a — bx, x es un entero, y > 0). 


Es un conjunto no vacío de enteros no negativos, por lo tanto admite mínimo, que de- 
signaremos a — bq. Sea r=a — bq. Entonces a=bq +r y r>0. Ahora demostraremos 
que r < b. Supongamos r = b. Entonces 0 < r —b< r. Pero r—besS ya que 
r— b =a — bíq + 1). Por lo tanto r — b es un elemento de S menor que su ele- 
mento mínimo r. Esta contradicción prueba que r < b. El par q, r es único, ya 
que si existiese otro par con estas condiciones q”, r’, entonces bq + r = bq’ +r’, 
de donde b(q —q’) =r’. Luego b|(r' —r). Si r’ —r #0 tendremos b < |r —r'|, 
que constituye una contradicción. Por consiguiente r’ = r y q' = q. Finalmente es 
claro que r = 0 si, y sólo si, bla. 


Nota. A pesar de que el teorema 1.14 es un teorema de existencia,su demos- 
tración nos da un método para calcular el cociente q y el resto r. Restamos de a 
(o sumamos a a) múltiplos de b hasta obtener el menor número no negativo de 
la forma a — bx. 
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Teorema 1.15 El algoritmo de Euclides. Se dan dos enteros positivos a y b, 
tales que b+ q. Se escribe rọ = a, r, = b, y aplicamos repetidamente el algoritmo de 
división obteniendo un conjunto de restos F, Fz, ***,Ynsfn+, definidos sucesivamente 
por las relaciones 


ro =119, + r2, 0O<r,<r,, 

ry =122 + r3, 0<r3 <r, 
Pa-2 = Mn-19n-1 + ns Oy Pi 
Pa-1 = Fala + Pn+1> Pn+1 = 90. 


Entonces r,, el último resto no nulo de este proceso, es (a, b), el mcd de a y b. 


DEMOSTRACIÓN. Existe un momento en el que r,,, = 0 puesto que los r; son 
decrecientes y no negativos. La última relación, r,-, = ng, demuestra que r,|r,—. 
La anterior a la última prueba que r,|r,-,. Por inducción vemos que r, divide a 
cada r,. En particular r,|r, = b y r,|ro = a, luego r, es un divisor común de a y b. 
Ahora sea d otro divisor común de a y b. La definición de r, prueba que dl|r,. La 
relación que le sigue prueba que d|r¿. Por inducción, d divide a cada r, luego d|r,. 
Por lo tanto r, es el med requerido. O 


1.8 EL MÁXIMO COMÚN DIVISOR DE MÁS DE DOS NÚMEROS 


El máximo común divisor de tres enteros a, b, c se designa (a, b, c) y se define 
por la relación 


(a, b, c) = (a, (b, c)). 


Por el teorema 1.4(b) tenemos (a, (b, c)) = ((a, b), c) luego el mcd depende única- 
mente de a, b, c y no del orden en el que estén escritos. 

Análogamente, el mcd de n enteros a,, ..., a, se define inductivamente por la 
relación 


(Ar +20) = (41, Gay <u.) 


De nuevo, este número es independiente del orden en que aparecen los a; 

Si d = (a, ***,a,) es fácil comprobar que d divide a cada uno de los a, y que 
cada divisor común divide a d. Además, d es combinación lineal de los a,. Es decir, 
existen enteros xy, ***, X, tales que 
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(Qj, ..., An) = QyXy +++ + 4,Xp. 


Si d = 1 los números se llaman primos entre si. Por ejemplo 2, 3 y 10 son primos 
entre sí. 

Si (a, aj) = 1 siempre que ¡ # j se dice que los números a,, ..., 4, son primos 
entre sí dos a dos. Si a,, ..., a, son primos entre sí dos a dos, entonces (a), ..., @,) = 1. 
Sin embargo, el ejemplo (2, 3, 10) muestra que el recíproco no es necesariamente 
verdadero. 


Ejercicios del capítulo 1 


En estos ejercicios las letras latinas minúsculas a, b,c, ..., x, y, z representan 
enteros. 
Probar cada una de las afirmaciones de los ejercicios 1 al 6. 


1. Si (a, b) = 1 y si cla y dib, entonces (c, d) = 1. 

2. Si (a, b) = (a, c) = 1, entonces (a, bc) = 1. 

3. Si (a, b) = 1, entonces (a", b*) = 1 para todo n> 1, k> 1. 

4. Si (a, b) = 1, entonces (a + b, a— b) o es 1 o es 2. 

5. Si (a, b) = 1, entonces (a + b, aè — ab + b°) o es 1 o es 3. 

6. Si (a, b) = 1 y si di(a + b), entonces (a, d) = (b, d) = 1. 

7. Un número racional a/b con (a, b) = 1 se llama fracción reducida. Si la suma de dos frac- 
ciones reducidas es un entero, es decir, si (a/b) -+-(c/d)=n. Demostrar que entonces lb] =|¢]. 

8. Un entero se llama sin cuadrados si no es divisible por el cuadrado de ningún primo. Probar 
que, para cada n> 1, existen a > 0 y b > 0, univocamente determinados, tales que n = a*b, 
en donde b es sin cuadrados. 

9. Para cada una de las afirmaciones que siguen, dar una demostración o un contraejemplo. 
(a) Si bjn y ain y a< b?, entonces alb. 
(b) Si b es el mayor cuadrado que divide a n, entonces a*|n implica alb. 

10. Dados x e y, sean m=ax + by, n = cx + dy, en donde ad — bc = + 1. Probar que (m, n) = 
= (x, y). 

11. Probar que, si n > 1, ni + 4 es compuesto. 


En los ejercicios 12, 13 y 14, a, b, c, m y n designan enteros positivos. 


12. Establecer una demostración o un contraejemplo para cada una de las afirmaciones siguientes. 


(a) Si a”Ib”, entonces alb. 
(b) Si n”|m”, entonces n|m. 
(c) Si a"|2b" y n> 1, entonces alb. 


13. Si (a, b) = 1 y (a/b)” = n, probar que b = 1. 
(b) Si n no es la potencia m-ésima de un entero positivo, entonces n?/™ es irracional. 

14. Si (a, b) = 1 y ab = c”, probar que a = x" y b = y” para algún x y algún y. [Indicación: Con- 
siderar d = (a, c).] 
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15. Probar que cada n> 12 es la suma de dos números compuestos. 

16. Probar que, si 2” —1 es primo, entonces n es primo. 

17. Probar que, si 2” + 1 es primo, entonces n es una potencia de 2. 

18. Si m Æ n calcular el med (a?” + 1, a?” + 1) en términos de a. [Indicación: Sea Ay = a?” + 1 
y probar que Anl(Am —2) si m > n.] 

19. La sucesión de Fibonacci 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34,... se define por medio de la fórmula de 
recursión Anı = Gn + Gn+;, CON a, = a, = 1. Probar que, para cada n, (a”, an+) = 1. 

20. Sea d = (826, 1890). Utilizar el algoritmo de Euclides para calcular d, y expresar entonces d 
como combinación lineal de 826 y 1890. 

21. El mínimo común múltiplo (mcm) de dos enteros a y b se designa por [a, b] o por aMb, y se 
define como sigue: 


[a,b] = |abl/(a,b) sia +0 y b#¥0, 
[a,b] =0 sia=0:0 b=0. 


Probar que el incm posee las siguientes propiedades: 


(a) sia=[]2,p" y b= [£pi entonces [a, b] = []£., p, donde c, = max{a;. bj}. 
(b) (aDb)Mc = (aMc)D(bMc). 
(c) (aMb)Dc = (aDc)M(bDce). 


(D y M son distributivas una con respecto de la otra.) 


22. Probar que (a, b) = (a + b, [a, b)). 

23. La suma de dos enteros positivos es 5264 y su mínimo común múltiplo es 200340. Determinar 
ambos enteros. 

24. Probar la siguiente propiedad multiplicativa del mcd: 


h, bk) = pro 1 7 Non ER 
AAN T TN mm) 


En particular, si (a, b) = (h, k) = 1, dicha propiedad prueba que (ah, bk) = (a, k)(b, h). 


Probar cada una de las afirmaciones de los ejercicios 25 al 28. Todos los enteros 
son positivos. 


25. Si (a, b) = 1 existe un x > 0 y un y >0 tales que ax — by = 1. 

26. Si (a, b) = 1 y x* = y? entonces x = n? e y = n" para un cierto a. [Indicación: Usar los ejer- 
cicios 25 y 13.] 

27. (a) Si (a, b) = 1 entonces, para cada n > ab, existen positivos x e y tales que n = ax + by. 
(b) Si (a, b) = 1 no existen positivos x e y tales que ab = ax + by. 

28. Si a > 1, entonces (a™ — 1, ar — 1) = am) — 1. 

29. Dado » > 0, sea S un conjunto cuyos elementos sean enteros positivos < 2n tales que, si a 
y b pertenecen a S y a Æ b, entonces at b. ¿Cuál es el máximo número de enteros que puede 
contener S? [Indicación: S puede contener, a lo sumo, uno de los enteros 1, 2, 2?, 2%,..., a lo 
sumo uno de los enteros 3, 3-2, 3-2?,..., etc.] 
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30. Si n >1 probar que la suma 


“Ms 
xl = 


no es un entero. 
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Capítulo 2 


Funciones aritméticas 
y producto de Dirichlet 


2.1 INTRODUCCIÓN 


La Teoría de números, como muchas otras partes de las Matemáticas, trata a 
menudo con sucesiones de números reales o complejos. En Teoría de números tales 
sucesiones se llaman funciones aritméticas. 


Definición. Una función real —o compleja— definida sobre los enteros posi- 
tivos se llama una función aritmética o una función de Teoría de números. 

Este capítulo introduce varias funciones aritméticas que juegan un papel im- 
portante en el estudio de las propiedades de la divisibilidad de enteros y en la dis- 
tribución de primos. El capítulo discute también la multiplicación de Dirichlet, 
un concepto que sirve para clarificar interrelaciones entre varias funciones arit- 
méticas. 

Empezaremos con dos ejemplos importantes, la función de Möbius p(n) y la 
función indicatriz de Euler p(n). 


2.2 LA FUNCIÓN DE MOBIUS x(n) 
Definición. La función de Möbius y se define como sigue: 
M1) = 1; 
Si n > 1, escribimos n = pf... pz". Entonces 
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u(n) = (— 1)* si a, =a, =... =a, = 1, 
u(n) = 0 en otro caso. 


Obsérvese que u(n) = 0 si, y sólo si, n admite un divisor cuadrado > 1. 
He aqui una breve tabla de valores de u(n): 


“o £ Bt A SE ISS MM 
ma: -i =t C-i {+f o © i 


La función de Möbius interviene en diferentes lugares en Teoría de números. 
Una de sus principales propiedades es una fórmula simple, pero notable, relativa 
a la suma 54), (d), extendida sobre los divisores positivos de n. En esta fórmula 
[x] designa el mayor entero < x. 


Teorema 2.1 Si n= 1 tenemos 
1 I sin=1 
d=|=|= ? 
2. Hd) H fs sin > 1. 


DEMOSTRACIÓN. La fórmula es claramente cierta para n = 1. Suponemos, en- 
tonces, que n > 1 y escribimos n = pf ... pi*. En la suma 34), (d) los únicos 
términos no nulos proceden de d = 1 y de los divisores de n que son productos 
de primos distintos. Entonces 


2, Hid) = M1) + w(py) + +++ + ups) + UPIP) + ++ + HDi iP) 


+ +++ + APPa Px) 


k k k 
=1+ (pen + ev +. + (qe =(1-1=0 O 


2.3 LA FUNCIÓN INDICATRIZ DE EULER 9(”) 


Definición. Sin => 1 la indicatriz de Euler p(n) es el número de enteros posi- 
tivos menores que n que son primos con n; así pues, 
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(1) pm) = Y 1, 
k=1 
en donde la ’ indica que la suma se halla extendida sobre los k primos con n. 


He aqui una breve tabla de valores de u(n): 
n: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
y(n): 1 1 2 2 4 2 6 4 6 4 


Como en el caso de x(n) existe una fórmula simple para la suma >4),(d). 


Teorema 2.2 Si n= 1 tenemos 


È g(a) = n. 


din 


DEMOSTRACIÓN. Si S designa el conjunto (1, 2, ..., n}, distribuimos los enteros 
de S en conjuntos disjuntos de la forma siguiente. Para cada divisor d de n, sea 


A(d) = {k:(k,n) = d,1 < k < n}. 


Esto es, A(d) contiene los elementos de S cuyo mcd con n es d. Los conjuntos A(d) 
constituyen una partición de S. Por consiguiente, si f(d) designa el número de en- 
teros de A(d), tenemos 


(2) Y fd =n. 


din 


Pero (k, n) = d si, y sólo si, (k/d, n/d) = 1,y0<k < nsi, y sólo si, 0 < k/d < n/d. 
Por consiguiente, si hacemos q = k/d, existe una correspondencia uno a uno entre 
los elementos de A(d) y los enteros q que satisfacen 0 < q < n/d, (q, n/d) = 1. 
El número de tales q es p(n/d). Por lo tanto f(d) = (n/d) y (2) nos conduce a 


Y p(n/d) = n. 


din 
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Pero esto es equivalente a la igualdad >, p(d) =n puesto que d recorre todos 


los divisores de n o sea los n/d. Y esto completa la demostración. O 


2.4 UNA RELACIÓN QUE CONECTA y Y u 
La indicatriz de Euler está relacionada con la función de Möbius por medio 
de la fórmula que sigue: 


Teorema 2.3 Si n> 1 tenemos 
n 
p(n) = Y a(d) 7 
din 


DEMOSTRACIÓN. La suma (1) que define p(n) se puede escribir en la forma 


e 1 
on) = 2 Feat 


en donde k recorre todos los enteros < n. Ahora utilizamos el teorema 2.1 subs- 
tituyendo n por (n, k) y obtenemos 


a(n) = Y, Ea) = E Pu 
dik 


k=1 dlín, k) 


Para un divisor d de n fijo podemos sumar respecto de todos los k tales que 
1 < k < n que son múltiplos de d. Si escribimos k = qd entonces 1 < k < n si, 
y sólo si, 1 < q < n/d. Por lo tanto la última suma que da (n) se puede escribir 


njd nid 
on) = E Y ula) = Ent) E 1 = Yad) 5. 
1 din q=1 din 


din q= 


Esto demuestra el teorema. O 


2.5 UNA FÓRMULA PRODUCTO PARA g(ín) 


La suma que define ø(n) en el teorema 2.3 se puede expresar también como un 
producto extendido a los divisores primos de n, distintos. 
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Teorema 2.4 Para n= 1 tenemos 


(3) y(n) = n|] ( — n) 


pln 


DEMOSTRACIÓN. Para n = 1 el producto es vacío puesto que no existe ningún 
primo que divida a 1. En este caso entendemos que al producto se le asigna el valor 1 

Suponemos, entonces, que n >1 y que p,,...,p, son los divisores primos 
distintos de n. El producto se puede escribir 


1 
4 E 
di rn J i=1 


li 
-p 
E 
l 
Pİ- 
S 





Ly eee + RA 


PiP; PiPiPa PiP2°** Pr 


ll 
| 
M 


En el segundo miembro entendemos que en un término como > 1/p;p,p, se 
consideran todos los posibles productos p,p,p, de factores primos distintos de n, 
tomando tres de ellos a un tiempo. Obsérvese que cada uno de los términos de 
la derecha de (4) es de la forma + 1/d, en donde d es un divisor de n que es 1 
o un producto de primos distintos. El numerador + 1 es exactamente (d). Puesto 
que (d) = 0 si d es divisible por el cuadrado de algún p; vemos que la suma de (4) 
es exactamente la misma que 


H(d) 
pa 
Esto prueba el teorema. o 


Muchas de las propiedades de p(n) se pueden deducir fácilmente de esta fórmula 
del producto Se dan algunas de ellas en el siguiente teorema 


Teorema 2.5 La indicatriz de Euler posee las siguientes propiedades: 


(a) p(p") =p" — p para p primo y «> 1. 

(b) p(mn) = p(m)p(m) (d/p(d)), en donde d = (m, n). 
(c) p(mn) = p(m)p(a) si (m, n) = 1. 

(d) alb implica p(a)|p(b). 
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(e) p(n) es par para n > 3. Además, si n posee r factores primos impares distintos, 
entonces 2'|p(n). 


DEMOSTRACIÓN. La parte (a) se obtiene inmediatamente si en (3) hacemos n = p* 
Para probar (b) escribimos 
1 
em _ ni(1 * 5) 
n pin p 


Ahora observamos que cada divisor primo de mn es un divisor primo de m o de 
n, y aquellos divisores primos que dividen tanto a m como a n dividen también 
a (m, n). Por lo tanto 


1 1\ om) oln) 

ro -)n( - n) ti bed 

pln) _ (1-7). PJ pin p m n 
M 


mn p T = 


T 
plim, n) p d 


por lo que obtenemos (b). La parte (c) es un caso especial de la parte (b). 

Ahora deducimos (d) de (b). Dado que aļ|b tenemos b = ac en donde 1 < c < b. 
Si c = b, entonces a = 1 y la parte (d) se verifica trivialmente. Por consiguiente, 
suponemos que c< b. De (b) tenemos 


— _ olc) 
(5) p(b) = lac) = plajp(c) — s D do(a ld) dy 


en donde d = (a, c). Ahora el resultado se obtiene por inducción sobre b. Para 
b = 1 se sigue trivialmente. Suponemos, pues, que (d) se verifica para todo entero 
< b. Entonces se verifica para c luego, puesto que dle, p(d)|p(c). Por lo que el 
segundo miembro de (5) es un múltiplo de (a), es decir, (a)|p(b). Esto 
prueba (d). 

Ahora demostraremos (e). Si n = 2%, « > 2, la parte (a) prueba que (n) es 
par. Si n posee, por lo menos, un divisor primo escribimos 


p(n) = n= = Te! He- = ein) [fe = 1), 


pin 
pin 
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en donde c(n) es un entero. El producto que multiplica a e(n) es par asi que p(1) es 
par. Además, cada primo impar p proporciona un factor 2 a este producto, por 
lo tanto 2'|p(n) si n tiene r factores primos impares distintos. 


2.6 EL PRODUCTO DE DIRICHLET DE FUNCIONES ARITMÉTICAS 


En el teorema 2.3 hemos probado que 
n 
gln) = > ud). 

din 


La suma del segundo miembro es de un tipo que interviene frecuentemente en 
Teoría de números. Estas sumas tienen la forma 


z sad”) 


en donde f y g son funciones aritméticas, y merece la pena estudiar algunas propie- 
dades que estas sumas tienen en común. Veremos más adelante que las sumas de 
este tipo aparecen de forma natural en la teoría de las series de Dirichlet. Resulta 
de utilidad tratar estas sumas como un nuevo tipo de multiplicación de funciones 
aritméticas, punto de vista introducido por E. T. Bell [4] en 1915. 


Definición. Si f y g son dos funciones aritméticas definimos su producto de 
Dirichlet (o convolución de Dirichlet) como la función aritmética h definida por 


hn) = E sad”) 
din 


Notación. Escribiremos fx g en vez de h y (fx g) (n) en vez de h(n). El sim- 
bolo N se utilizará para la función aritmética tal que N(n) = n para todo n. Con 
esta notación, el teorema 2.3 se puede establecer en la forma 


p=pux*N. 


El teorema que sigue describe propiedades algebraicas de la multiplicación de 
Dirichlet. 
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Teorema 2.6. La multiplicación de Dirichlet es asociativa y conmutativa. Esto 
es, para toda terna de funciones aritméticas f, g, k, tenemos 


f*g=9%*f (ley conmutativa) 
(f *g)*k=f*(g*k) (ley asociativa). 


DEMOSTRACIÓN. Observemos ante todo que la definición de fxg se puede 
expresar como sigue 


(f *g)(n)= Y fladg(d), 


ab=n 


en donde a y b varían sobre el conjunto de todos los enteros positivos cuyo producto 
es n. Esto hace evidente la propiedad conmutativa. 


Para probar la propiedad asociativa sea A = g » k y consideremos fxA =f x(gxk). 
Tenemos 


(S *4)Jm)= Y f@A@M= Y f (a) 2 gbk) 


ad=n ad=n 


= E Sooko 


De la misma forma, si B = f » g y consideramos B * k obtenemos la misma fórmula 

para (B » k) (n). Por lo tanto f* A = B xk lo que indica que la multiplicación de 

Dirichlet es asociativa. o 
Ahora introducimos un elemento identidad para esta multiplicación. 


Definición. La función aritmética 7 dada por. 


1 1 sin=1, 
I(n)=|-|= 
(n) B ‘0 sin > 1. 
se llama la función identidad. 


Teorema 2.7 Para todo f se tiene Ixf=fx1=f. 


DEMOSTRACIÓN. Tenemos 
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f+ pin = 5 sou) = 5 ra] | = ro 
din din n 
ya que [d/n] =0 si d< n. 


2.7 INVERSOS DE DIRICHLET Y FÓRMULA DE INVERSIÓN 
DE MÓBIUS 


Teorema 2.8 Si f es una función aritmética con f(1) 4 0 existe una única función 
aritmética f, llamada inversa de Dirichlet de f, tal que 


faft=fotef=l 


Además, f se obtiene por medio de las fórmulas de recurrencia 


FA) T fn) = AD PE y Md) para n< 1. 


DEMOSTRACIÓN. Dada f, veremos que la ecuación (f * f) (n) = I(n) tiene una 
solución única dada por los valores de la función f(n). Para n = 1 debemos resolver 


la ecuación 
(f * f~")() = 10) 
que se reduce a 
fT) = 1. 
Puesto que f(1) # O existe una solución y sólo una, que es f(1) = 1/f(1). Ahora 


suponemos que los valores funcionales f(k) se han determinado de forma única 
para todo k < n. Entonces debemos resolver la ecuación (f * f) (n) = I(n), o bien 


> da) (d) = 


din 
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Podemos escribirla en la forma 


sos + Y (e) fa) =0. 


d<n 


Si conocemos los valores f-'(d) para todo divisor d < n, existe un valor unívoca- 
mente determinado para f(n), a saber, 


a Mo 
F o- Fay Z/G) 1(d), 


puesto que f(1) # 0. Esto establece la existencia y unicidad de f~! por inducción. [] 


Nota. Tenemos (fx 2) (1) =/(D2(1). Luego, si f(1) 40 y g(1) 4 0, entonces 
(fx 2) (1) # 0. Este hecho, junto con los teoremas 2.6, 2.7 y 2.8, nos dice que, en 
el lenguaje de la teoría de grupos, el conjunto de todas las funciones aritméticas f 
con f(1) # 0 constituye un grupo abeliano con respecto de la operación x, siendo 
el elemento neutro la función /. El lector puede verificar con facilidad que 


Yeg =f rg si fll) #0 y afl) 0. 


Definición. Definimos la función unidad u como la función aritmética tal que 
u(n) = 1 para todo n. 


El teorema 2.1 establece que Žan e(d) = I(n). Conla notación de la multiplica- 
ción de Dirichlet se expresa 


pxu= Il. 


Entonces u y œ son inversas de Dirichlet una de otra: 
u= po y u= ur, 
Esta propiedad simple de la función de Möbius, junto con la asociatividad de la 


multiplicación de Dirichlet, nos permite establecer una demostración simple del 
teorema que sigue. 
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Teorema 2.9 Fórmula de inversión de Móbius. La ecuación 


(6) Fin) = Ea) 

implica 

(7) a(n) = Y ra). 
din 


Reciprocamente, (7) implica (6). 

DEMOSTRACIÓN. La ecuación (6) establece que f = g » u. Multiplicando por yu 
obtenemos fx y = (g x u) +g = g » (u x11) = g x I = g, que es (7). Reciprocamente, 
la multiplicación de f * = g por u nos da (6). O 


La fórmula de inversión de Móbius ha sido ilustrada ya por el par de fórmulas 
de los teoremas 2.2 y 2,3: 


n=Y od,  m=Y ad) 
din din 


2.8 LA FUNCIÓN DE MANGOLDT A(n) 


Ahora introducimos la función de Mangoldt A que juega un papel central en 
la distribución de primos. 


Definición. Para cada entero n > 1 definimos 


{logp si n= p” para un cierto primo p y un cierto m > 1, 
A(n) = 4 
LO en otro caso. 


He aquí una tabla breve de valores de A(n): 
n: 1,2 3 4 5 6 7 8 9 10 
A(n): 0 log2 log3 log2 log5 0 log7 log2 log3 0 


La demostración del teorema que sigue muestra cómo esta función surge na- 
turalmente del teorema fundamental de la Aritmética. 
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Teorema 2.10 Si n= 1 tenemos 


(8) logn = Y A(d). 


din 


DEMOSTRACIÓN. Ei teorema es cierto para n =1 ya que ambos miembros 
son 0. Por consiguiente, suponemos que n > 1 y escribimos 


Tomando logaritmos tenemos 


logn = Y a, log pr- 
k=1 


Ahora consideramos la suma del segundo miembro de (8). Los únicos términos no nu- 
los de la suma provienen de los divisores d de la forma pf para m = 1,2, ***, ap y 
k=1, 2, ..., P. Luego 


Y A(d) = = by A(px”) = = A log p, = py a, log p, = log n, 


din k=1m=1 
que prueba (8). O 


Ahora utilizamos la inversión de Möbius para expresar A(n) en términos del 
logaritmo. 


Teorema 2.11 Si n= 1 tenemos 
n 
A(n) = ey L(d)log d =- 2, Hiállos d. 
din n 


DEMOSTRACIÓN. Invirtiendo (8) por la fórmula de inversión de Möbius ob- 
tenemos 


Mn) = Y uld)log = = log n Y, ud) — X w(d)log d 
din din din 


= I(n)logn — Y u(d)log d. 
din 
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Puesto que Z(n) logn =0 para todo n,la demostración queda establecida. O 


2.9 FUNCIONES MULTIPLICATIVAS 


Hemos observado ya que el conjunto de todas las funciones aritméticas f con 
fC) + 0 forma un grupo abeliano respecto de la multiplicación de Dirichlet. En 
esta sección discutimos un subgrupo de este importante grupo, llamado de las fun- 
ciones multiplicativas. 


Definición. Una función aritmética f se llama función multiplicativa si f 
no es idénticamente nula y si 


f(mn) =f(mf(n) siempre que (m, n) = 1. 


Una función multiplicativa f se llama completamente multiplicativa si verifica 


fímn) =f(mf(n) para todo m, n. 


EJEMPLO 1 Sea fa(n) = n°, en donde « es un número real o complejo fijo. 
Esta función es completamente multiplicativa. En particular, la función unidad 
u =f, es completamente multiplicativa. La función fa la designaremos por N° y 
la llamaremos función potencia. 


EJEMPLO 2 La función identidad /(n) = [1/n] es completamente multiplicativa. 


EJEMPLO 3 La función de Möbius es multiplicativa pero no es completamente 
multiplicativa. Es fácil verlo a partir de la definición de u(n). Consideremos dos 
primos relativos m y n. Si m o n posee un divisor que es cuadrado de un primo 
también lo posee mn, y tanto ¡(mn) como u(m)u(n) son cero. Si ninguno de ellos 
contiene un divisor cuadrático, entonces m =p, ... Ps y n=4,... q, en donde 
los p y los q son primos distintos. Luego u(m) =(— 1), u(n) = (— 1) y 
(mn) = (— 1) = u(m)u(n). Ello demuestra que y es multiplicativa. No es com- 
pletamente multiplicativa puesto que (4) = 0 y, en cambio, u(2)u(2) = 1. 


EJEMPLO 4 La indicatriz de Euler y(n) es multiplicativa. Esta es la parte (c) del 
teorema 2.5. No es completamente multiplicativa puesto que p(4) =2 mientras 


que 2)pQ) = 1. 


EJEMPLO 5 El producto ordinario fg de dos funciones aritméticas f y g se 
define por medio de la fórmula usual 
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(a)n) = f(n)g(n). 


Análogamente, el cociente f/g se define por medio de la fórmula 


(£ Do = fin) (n) siempre que g(n) # 0. 
gln) 


Si f y g son multiplicativas, fg y f/g también lo son. Si f y g son completamente 
multiplicativas, también lo son fg y f/g. 


Deducimos ahora algunas propiedades comunes a todas las funciones multi- 
plicativas. 


Teorema 2.12 Si f es multiplicativa, entonces f(1) = 1. 


DEMOSTRACIÓN. Tenemos f(n) =f(1)f(n) puesto que (n, 1) =1 para todo n. 
Dado que fno es idénticamente nula tenemos f(n) # 0 para algún n, luego (1) = 1. O 


Nota. Puesto que A(1) =0, la función de Mangoldt no es multiplicativa. 


Teorema 2.13 Dada f con f(1) = 1, entonces: 


(a) f es multiplicativa si, y sólo si, 
Flor” +++ pr”) = flor”) --- FO”) 


para todos los primos p; y todos los enteros a; > 1. 
(b) Si f es multiplicativa, entonces f es completamente multiplicativa si, y sólo si, 


Fw) = fly 


para todos los primos p y todos los enteros a > 1. 


DEMOSTRACIÓN. La demostración se deduce fácilmente de las definiciones y 
se deja como ejercicio al lector. 
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2.10 FUNCIONES MULTIPLICATIVAS Y PRODUCTO DE DIRICHLET 


Teorema 2.14 Sify g son multiplicativas, también lo es su producto de Dirichlet 


ff * g. 


DEMOSTRACIÓN. Sea h =f xg y elijamos dos enteros primos entre si m y n. 
Entonces 


hmn) = Y so) 


c|mn c 
Ahora bien cada divisor c de mn se puede expresar en la forma c = ab en donde 


alm y bin. Además, (a, b) = 1, (m/a,n/b) = 1, y existe una correspondencia uno 
a uno entre el conjunto de los productos ab y el de los divisores c de mn. Por lo tanto 


hn) = ES -X sosow(2 pz) 
bin bin 


=> sadd) z sow(;) = hmm) 
alm a bin 


Esto termina la demostración. o 
Advertencia. El producto de Dirichlet de dos funciones completamente multi- 
plicativas no es necesariamente completamente multiplicativo. 
Una ligera modificación en la demostración precedente nos permite probar: 


Teorema 2.15 Sig y f* g son multiplicativas, f también es multiplicativa. 


DEMOSTRACIÓN. Supondremos que f no es multiplicativa y deduciremos que 


f *g tampoco lo es. Sea h = fx g. Dado que f no es multiplicativa existen enteros 
positivos m y n con (m,n) = 1 tales que 


S(mn) 4 f(m)f (n). 


Elegimos el par m, n de forma que el producto mn sea mínimo. 


Si mn = | entonces f(1) # f(1)f(1) luego f(1) # 1. Por lo tanto A(1) = f(1)g(1) = 
= f(1) # 1, que demuestra que h no es multiplicativa. 
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Si mn > 1, entonces tenemos fíab) = f(a)f(b) para todo par de enteros posi- 
tivos a y b con (a,b) =1 y ab < mn. Ahora argiiimos como en la demostración 
del teorema 2.14, con la excepción de que en la suma que define /(mn) separamos 
los términos que corresponden a a = m, b = n. Entonces tenemos 


hmm) = Y slab“) + fonng(l) = Y sarod 2K) + fm) 
bin bin 
ab<mn ab<mn 


Lro”) y sox(z) — fim) fin) + mn) 
= hm)hin) — f(m) f(n) + finn). 


Puesto que f(mn) 4 f(m)f(n) esto demuestra que h(mn) 4 h(m)h(n), luego h no es 
multiplicativa. Esta contradicción termina la demostración. O 


Teorema 2.16 Si g es multiplicativa, también lo es su inversa de Dirichlet g~. 


DEMOSTRACIÓN, Se deduce inmediatamente del teorema 2.15 ya que g y gg *=1 
son ambas multiplicativas. (Ver ejercicio 2.34 para otra demostración.) 


Nota. Los teoremas 2.14 y 2.16 demuestran que el conjunto de las funciones 
multiplicativas constituye un subgrupo del grupo de todas las funciones aritmé- 
ticas f con f(1) # 0. 


2.11 LA INVERSA DE UNA FUNCIÓN COMPLETAMENTE 
MULTIPLICATIVA 


La inversa de Dirichlet de una función completamente multiplicativa es par- 
ticularmente fácil de calcular. 


Teorema 2.17 Sea f multiplicativa. Entonces f es completamente multiplicativa 
si, y sólo si, 


FAm) = u(n)f(n) para todo n= 1. 


DEMOSTRACIÓN. Sea g(n) = u(n)f(n). Si f es completamente multiplicativa 
tenemos 
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(g * fm) = 2 Ha) f(a) f (5) = f(n) 2 H(d) = f(n)I(n) = I(n) 


puesto que f(1) = 1 e (n) = 0 para n > 1. Luego g = f”. 

Recíprocamente, suponemos f(n) = (mf(n). Para probar que f es completa- 
mente multiplicativa basta demostrar que f(p*) =f(p)" para potencias de primos. 
La ecuación f(n) = u(n)f(n) implica que 


Y wld) f(d) s€) =0 para todo n> l1. 
din 

Luego, si tomamos n = p", tenemos 
HSS + up) fo) So) = 0, 


de lo que obtenemos f(p*) = f(p)f(p°). Ello implica f(p®) =f(p)", luego f es com- 
pletamente multiplicativa. o 


EJEMPLO La inversa de la función y de Euler. Puesto que y = u * N tenemos 
g =p * N. Pero N-! = uN puesto que N es completamente multiplicativa, 


luego 


gt =p" 


* uN =ux uN. 
Por lo tanto 


yn) = 2. du(d). 


El teorema que sigue demuestra que 


pm) = [](1 — p). 


pin 


Teorema 2.18 Si f es multiplicativa tenemos 


2 ula) f(a) = II (1 — fl). 
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DEMOSTRACIÓN. Sea 


g(n) = 2 ud) f (d). 


Entonces g es multiplicativa, luego para determinar g(n) es suficiente calcular g(p°). 
Pero 


g(p*) = LMAS (4) = MUSA) + uP) fp) = 1 — fip). 


Luego 


g(n) = [19609 = 110 — f(p)). O 


2.12 LA FUNCIÓN 2(n) DE LIOUVILLE 


Un ejemplo importante de función completamente multiplicativa es la fun- 
ción 2 de Liouville, que se define como sigue. 


Definición. Definimos A(1) = 1, y si n = pẹ} ... pẹ definimos 


An) = (— tte, 


La definición muestra que A es completamente multiplicativa. El teorema que 
sigue describe la suma de 2 extendida a los divisores de n. 


Teorema 2.19 Para cada n > 1 tenemos 


Y Ad) = 


din 


1 sin es un cuadrado 
0 en otro caso. 


Ademas, 2-\(n) = |u(n)| para todo n. 


DEMOSTRACIÓN. Sea g(n) = >4),4(d). Entonces g es multiplicativa, luego para 
determinar g(n) únicamente necesitamos calcular g(p*) para potencias de primos. 
Tenemos 
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glo”) = 2 Md) = 1 + Alp) + Ap?) + +- + Alp’) 
= 


0 . . 
| a A 
l sia es par. 


Por lo tanto, si n =[[f.., p“, tenemos g(n) STE- g(p%'). Si un exponente a, es 
impar, entonces g(p{') = 0, luego g(n) = 0. Si todos los exponentes a; son pares, 
entonces g(p;') = 1 para todo i y g(n) = 1. Esto prueba que g(n) = 1 si n es un cua- 
drado, y g(n) = 0 en otro caso. Por consiguiente, 4(n) = u(n)A(n) = p? (n) = |u(n)]. 


2.13 LAS FUNCIONES DIVISOR 0,(n) 


Definición. Para todo real o complejo « y todo entero n = 1 definimos 


an) = y a’, 


din 


suma de las potencias «-ésimas de los divisores de n. 


Las funciones o, así definidas se llaman funciones divisores. Son multiplicativas 

puesto que 0, =ux* N°", producto de Dirichlet de dos funciones multiplicativas. 
Cuando « = 0, 0,(n) es el número de divisores de n; a menudo se designa d(n). 
Cuando « = 1, o,(n) es la suma de los divisores de n; a menudo se designa o(n). 
Dado que o, es multiplicativa tenemos 


Op" +++ PK”) = 04p1") +++ Calp”) 


Para calcular o,(p*) observamos que los divisores de una potencia de un primo 
p* son 
1 BoP A ts 
luego 
a(at1) _ 1 


lit Pgh IO E = ee ee 


=a+1 si « =0, 
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La inversa de Dirichlet de o, se puede expresar también como combinación 
lineal de las potencias «-ésimas de los divisores de n. 


Teorema 2.20 Para n > 1 tenemos 


o Um) = Y exo) 
din 


DEMOSTRACIÓN. Puesto que 0, = N° xu y N° es completamente multiplicativa 
tenemos 


og *=(uN%)*u"! = (uN) x p. O 


2.14 CONVOLUCIONES GENERALIZADAS 


A lo largo de esta sección F designa una función con valores reales o com- 
plejos definida en el eje real positivo (0, co) tal que F(x) =0 para 0< x< 1. 
Sumas del tipo 


y air (=) 


nsx 


son frecuentes en teoría de números. Aqui « es una función aritmética. La suma 
define una nueva función G en (0, + oo) que se anula también para 0 < x<1. 
Esta función G la designamos « o F. Entonces 


(a. 0 Fix) = Y a(m)F (2) 


nsx 


Si F(x) = 0 para todo x no entero, la restricción de F a los enteros es una fun- 
ción aritmética y observamos que 


(a o F)(m) = (a * F)(m) 


para todo entero m = 1, por lo que la operación o se puede considerar como una 
generalización de la convolución de Dirichlet +. 
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La operación o en general, no es ni conmutativa, ni asociativa. Sin embargo, 
el teorema que sigue proporciona un substituto útil de la ley asociativa. 


Teorema 2.21 Propiedad asociativa que relaciona o y *. Para todo par de 
funciones atirméticas « y B tenemos 


(9) ao (BoF)= (a » B) ° F. 
DEMOSTRACIÓN. Para x > 0 tenemos 


oG PNG) = Eto) E Mr Z) = E atm) 


nsx msxi/n mnsx 


k x x 
ZEGG) = Zee ali) 
((a * B) > F}(x). 


Esto termina la demostración. O 


Observamos además que la función identidad /(n) = [1/n] para la convolución 
de Dirichlet es también una identidad por la izquierda para la operación o. Es 


decir, tenemos 
1 x 
(Io F)(x) = (Fk?) = F(x). 


Usamos ahora este resultado y la propiedad asociativa para demostrar la siguiente 
fórmula de inversión. 


Teorema 2.22 Fórmula de inversión generalizada. Si « tiene inversa de Di- 
richlet «1, entonces la ecuación 


(10) Gx) = Y air (®) 
nsx n 
implica 


(11) F(x) = 5 a4ma(*). 


nsx 
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Reciprocamente, (11) implica (10). 


DEMOSTRACIÓN. Si G =«o F entonces 


atoG=ato(uo0F)=(a**a)oF=loF=F. 
Entonces (10) implica (11). El recíproco se demuestra de forma análoga. O 
El caso especial que sigue es particularmente importante. 


Teorema 2.23 Formula de inversión de Möbius generalizada. Si « es comple- 
tamente multiplicativa tenemos 


G(x) = Y a(m)F (?) si, y sólo si, F(x) = Y, unto). 
nsx 


nsx 


DEMOSTRACIÓN. En este caso «(n) = u(ma(n). O 


2.15 SERIES FORMALES DE POTENCIAS 


En Cálculo, una serie infinita de la forma 


© 


(12) Y a(n)x" = a(0) + a(1)x + a(2)x? +--- + a(n)x" +- 


n=0 


se llama serie de potencias en x. Tanto x como los coeficientes a(n) son nú- 
meros reales o complejos. A cada serie de potencias le corresponde un radio de 
convergencia r > 0 tal que la serie converge absolutamente si |x| <r y diverge 
si |x| > r. (El radio r puede ser + co). 

En esta sección consideraremos series de potencias desde. un punto de vista 
distinto. Las llamaremos series formales de potencias para distinguirlas de las series 
de potencias ordinarias del Análisis. En la teoría de las series formales de potencias 
a x no se le asigna valor numérico alguno, y las cuestiones acerca de la conver- 
gencia y la divergencia carecen de interés. 

El objeto de interés lo constituye la sucesión de los coeficientes 


(13) (a(0), a(1), ..., a(n), ...). 
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Todo lo que obtengamos con series formales de potencias lo podríamos obtener 
también estudiando la sucesión de los coeficientes como un vector infinito-dimen- 
sional de componentes a(0), a(1), ... Pero para nuestros propósitos es más con- 
veniente considerar los términos como coeficientes de una serie de potencias como 
en (12) que como componentes de un vector como en (13). El símbolo x” es sim- 
plemente una marca para localizar la posición del coeficiente n-ésimo a(n). El 
coeficiente a(0) se llama coeficiente constante de la serie. 

Operamos las series formales de potencias algebraicamente como si pensásemos 
que son series de potencias convergentes. Si A(x) y B(x) son dos series formales 
de potencias, por ejemplo 


A(x) = Fa y B(x)= Y bp, 


n=0 


definimos 


Igualdad: A(x) = B(x) significa que a(n) = b(n) para todo n = 0. 
Suma: A(x) + B(x) = 3, (a(n) + b(n))x”. 
Producto: A(x)B(x) = Èo c(n)x”, en donde 


(14) c(n) = Y alk)b(n — k). 


k=0 


La sucesión {c(n)} determinada por (14) se llama producto de Cauchy de las 
sucesiones {a(n)} y {b(n)}. 

El lector puede comprobar con facilidad que estas dos operaciones satisfacen 
las propiedades conmutativa y asociativa, y que la multiplicación es distributiva 
respecto de la suma. En el lenguaje de la Algebra moderna, las series formales de 
potencias constituyen un anillo. Este anillo posee un elemento cero para la suma 
que designaremos por 0, 


00 
0= Y a(m)x", en donde a(n) = 0 para todo n = 0, 
n=0 


y un elemento identidad para la multiplicación que designaremos por 1, 


00 
1 = Y a(n)x", en donde a(0) = 1 y a(n) =0 para n= 1. 
n=0 
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Una serie formal de potencias se llama un polinomio formal si todos sus coefi- 
cientes son 0 a partir de un lugar en adelante. 

Para cada serie formal de potencias A(x) = >, a(n)x" con coeficiente cons- 
tante a(0) + 0 existe una serie formal de potencias univocamente determinada 
B(x) = do b(n)x" tal que A(x)B(x) = 1. Sus coeficientes se pueden determinar 
resolviendo el sistema infinito de ecuaciones 


a(0)b(0) = 1 
a(0)b(1) + a(1)b(0) = 0, 
a(0)b(2) + a(1)b(1) + a(2)b(0) = 0, 


sucesivamente para b(0), b(1), b(2), +++ La serie B(x) se llama inversa de A(x) y 
se designa por A(x) o por 1/A(x). 
La serie especial 


AQ)=1+ Y atx" 


n=1 


se llama serie geométrica. Aquí a es un número real o complejo arbitrario. Su in- 
versa es el polinomio formal 


B(x) = 1 — ax. 


En otras palabras tenemos 





1 00 
=] PE: 
1 — ax i Xa 


2.16 LA SERIE DE BELL DE UNA FUNCION ARITMETICA 


E. T. Bell utilizó series formales de potencias para estudiar las propiedades de 
las funciones aritméticas multiplicativas. 
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Definición. Dada una función aritmética f y un primo p, designamos por f,(x) 
a la serie formal de potencias 


fix) = Eso 


y la llamamos serie de Bell de f módulo p. 
Las series de Bell son especialmente útiles cuando f es multiplicativa. 


Teorema 2.24 Teorema de unicidad. Sean f y g funciones multiplicativas. En- 
tonces f = g si, y sólo si 


SAX) = g(x) para todo primo p. 


DEMOSTRACIÓN. Si f =g entonces f(p") = g(p") para todo p y todo n= 0, 
luego f(x) = g,(x). Recíprocamente, si f,(x) = g,(x) para todo p entonces f( p”) =g (p") 
para todo n > 0. Dado que f y g son multiplicativas y coinciden sobre todas las 
potencias de primos coinciden sobre todos los números enteros positivos, luego f = g. 


Es fácil determinar la serie de Bell para algunas de las funciones multiplicativas 
introducidas con anterioridad en este capítulo. 


EJEMPLO 1 Función de Möbius y. Puesto que u(p) = — 1 y n(p") =0 para 
n > 2 tenemos 


px) = 1 — x. 


EJEMPLO 2 Indicatriz de Euler y. Dado que (p") =p" —p" para n= 1 
tenemos 


co 


p(X) =1 + So Pen p Ay = 3, pax" == x 2 poe 


n=0 





Sey ER 
=f 328% aor 
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EJEMPLO 3. Funciones completamente multiplicativas. Si f es completamente 
multiplicativa, entonces f(p") = f(p)" para todo n > 0 por lo tanto la serie de Bell 
F(x) es una serie geométrica, 


00 E 1 
a a O- 


En particular tenemos las siguientes series de Bell para la función identidad 7, la 
función unidad u, la función de potencia N* y la función de Liouville 2: 





L(x) =1. 
din EEN 

N3(x) = 1 + Ds = A 
Ax) = HS 1)"x" = — 


2.17 SERIES DE BELL Y PRODUCTO DE DIRICHLET 


El teorema que sigue relaciona la multiplicación de series de Bell con la multi- 
plicación de Dirichlet. 


Teorema 2.25 Para todo par de funciones aritméticas f y g, sea h =fx*g. En- 
tonces para cada primo p tenemos 


h(x) = fp(x)g px). 


DEMOSTRACIÓN. Puesto que los divisores de p” son 1, p, p°, ..., p” tenemos 


no = ES) E fore") 
d|p" k=0 
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Esto completa la demostración puesto que la última suma es el producto de Cauchy 
de las sucesiones {f(p")} y {g(p")}. O 


EJEMPLO 1 Puesto que ?(n) = A-(n) la serie de Bell de u? módulo p es 
2(x) = EAT 
Sreem TI ' 


EJEMPLO 2 Puesto que o, = N° * u la serie de Bell de 0, módulo p es 


1 1 1 
(0) x) = Nau) = 322 Ty = I- o,p)x + px 


EJEMPLO 3 Este ejemplo ilustra cómo podemos utilizar las series de Bell para 
obtener ecuaciones entre funciones aritméticas. Sea 


fin = 2", 


en donde »(1) = 0 y v(n) =k sin =p? ... pi". Entonces f es multiplicativa y su 
serie de Bell módulo p es 








fi =14+ LV KH 1+ 2" =1 + = 


n=1 n=1 


Por lo tanto 


F(x) = Hp (x)u,(x) 


que implica f =? * u, o 


Qin) = y 1(d). 


din 
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2.18 DERIVADAS DE FUNCIONES ARITMÉTICAS 


Definición. Para toda función aritmética f definimos su derivada f’ como la 
función aritmética dada por la ecuación 


f'(n) = f(mlogn para n > 1. 


EJEMPLOS Puesto que /(n)logn =0 para todo n tenemos /’ = 0. Dado que 
u(n) = 1 para todo n tenemos u'(n) = log n. Por lo tanto, la fórmula Dain A(d)=log n 
se puede escribir 


(15) Ax*u=u. 


Este concepto de derivada posee muchas de las propiedades de la derivada usual 
estudiada en Análisis elemental. Por ejemplo, las reglas usuales para derivar sumas 
y productos se conservan si los productos son productos de Dirichlet. 

Teorema 2.26 Si f y g son funciones aritméticas tenemos: 

(a) (f +90 = f' +g’. 


(b) (f *g) = f'*g+ fg’. 
(c) SY = -f' * (f * fY si f0) #0. 


DEMOSTRACIÓN. La demostración de (a) es inmediata. Además, es sabido que 
f+ g es la función tal que, para todo n, (f + 2) (n) = f(n) + g(n). 
Para probar (b) utilizamos la identidad log n = log d+ log (n/d) para escribir 


Y «al => 109[ ¿Jos n 
din 


= 2 f(dlog dol ) + 2 f e Joel ) 
= (f' * g)(n) + (f * g')(n). 


Para probar (c) aplicamos la parte (b) a la fórmula /’ = 0, recordando que 
I = f» f>. Esto nos proporciona 


=(f f Y= ff +S SY 
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luego 
fef Y= -f's ff. 
Multiplicando por f+ obtenemos 
(SY = (fief ye JO =P JS 


Pero f1xf1 =(fx*f y”, por lo tanto (c) queda demostrado. O 


2.19 LA IDENTIDAD DE SELBERG 


Utilizando el concepto de derivada podemos obtener rápidamente una fórmula 
de Selberg que se utiliza a menudo como punto de partida de una demostración 
elemental del teorema del número primo. 


Teorema 2.27 La identidad de Selberg. Para n > 1 tenemos 


Aím)log n + Y Nan) = Y níd)log? ”. 
din d din d 


DEMOSTRACIÓN. La ecuación (15) establece que A *u =u’. La diferenciación 
de esta ecuación nos proporciona 


Nxu+Axu =u" 
luego. puesto que u' = Axu, 
Nxu+Ax(Axu) =u". 
Ahora multiplicamos ambos miembros por u = u` y obtenemos 
N+AXA=U' xp. 


Esta es la identidad requerida. O 
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Ejercicios del capítulo 2 


1. Buscar todos los enteros n tales que 


(a) p(m) = n/2, (b) p(n) = p(2n), (c) p(n) = 12. 


2. Para cada una de las proposiciones que siguen establecer una demostración o presentar un con- 
traejemplo. 


(a) Si (m, n) = 1 entonces (pg(m), p(m)) = 1. 
(b) Si n es compuesto, entonces (n, p(m)) > 1. 
(c) Si los mismos primos dividen a m y a n, entonces ng(m) = mpln). 


3. Probar que 


A ofa) 


4. Probar que (n) > n/6 para todo n con 8 factores primos distintos, como máximo. 

5. Definimos v(1) = 0 y, para n > 1, v(m) es el número de factores primos distintos de n. 
Sea f = p +» v y demostrar que f(n) es 0 6 1. 

6. Probar que 


Y Hd) = (n) 


d2|n 


y, en general, 


O si m*|n para algún m< 1, 
1 en otro caso 


2 Hd) = 


din 


La última suma se extiende a todos los divisores positivos d de n cuya potencia k-ésima tam- 
bién divide a n. 

7. Si u(p, d) denota el valor de la función de Möbius en el mcd de p y d, probar que, para cada 
primo p, tenemos 


1 sin=1, 


Y udp, d)=42 sin=pa21, 
e. 0 en otro caso. 


8. Probar que 
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Y uíd)log” d = 0 
din 


sim > 1 y n posee más de m factores primos distintos. [Indicación: Inducción.] 
9. Six es real, x > 1, y p(x, n) designa el número de enteros positivos < x que son primos con n. 


[Obsérvese que gía, n) = g(n).] Probar que 


x x A 
x; A) = MO —, -| = [x]. 
p(x, n) 5 aa | E m) [x] 
En los ejercicios 10, 11 y 12, d(n) designa el número de divisores positivos de n. 


10. Probar que [[,¡,t = n0. 


11. Probar que d(n) es impar si, y sólo si, n es un cuadrado. 


12. Probar que Pin A(t)? = Fin de)”. 


13. Forma producto de la fórmula de inversión de Möbius. Si f(n) <0 para todo n y si a(n) es 
real, a(1) 4 0, probar que 


gía) = [] flay" si, y sólo si, f(n) = [] gay", 
din 


din 


en donde b = a! es la inversa de Dirichlet de a. 


14. Sea f(x) definida para todo racional x de 0< x< 1 y sea 


n n k 
hidi e (+) P= e (+) 


(k,n)=1 


(a) Probar que F* = p » F, producto de Dirichlet de 4 y F. 
(b) Utilizar (a) o algún otro método para probar que y(n) es la suma de las raíces n-ésimas 


primitivas de la unidad: 
p(n) ‘sa È e?"ikin, 


k=1 
(k,n)=1 


15. Sea p(n) la suma de las potencias de orden k de los números < n y primos con n. Obsérvese 
que p(n) = y(n). Usar el ejercicio 14 u otro método para probar que 


60 Funciones aritméticas y producto de Dirichlet 


16. Invertir la fórmula del ejercicio 15 a fin de obtener, para n > 1, 


1 1 
Pm = zno), y pan) = 3ng) + IA» 


pin 


Deducir una fórmula que corresponda a ¢,(n). 
17. La indicatriz de Jordan Jx es una generalización de la indicatriz de Euler definida por 


Ján) = nT] 4 — po). 


pin 


(a) Probar que 


k 
Jn) =Y maf”) y nay Jd). 


din din 


(b) Determinar la serie de Bell de J;. 

18. Probar que cada número de la forma 2*-1(2* — 1) es perfecto si 2%? — 1 es primo. 

19. Probar que si n es par y perfecto entonces n = 2%-1(21 — 1) para un a > 2. No sabemos si 
existen números impares perfectos. Sabemos que no existen impares perfectos con menos 
de 7 factores primos. 

20. Sea P(n) el producto de los enteros positivos que son < n y primos con n. Probar que 


d! p(njd) 
P(n) = n%™ [] (+) 


din 


21. Sea f(n) = [Vn] — [Yn — 1]. Probar que f es multiplicativa pero no es completamente mul- 
tiplicativa. 


22, Probar que 


o,(n) = Y o) 
din 


y deducir una generalización que contenga a(n). (Es posible más de una generalización.) 


23. Probar la proposición que sigue o dar un contraejemplo. Si f es multiplicativa, entonces F(n) = 
= [Lain f(d) es multiplicativa. 
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24. Sean A(x) y B(x) dos series formales de potencias. Si el producto A(x)B(x) es la serie nula, 
probar que uno de los factores, por lo menos, es la serie nula. En otras palabras, el anillo de 
las series formales de potencias carece de divisores de cero. 

25. Suponemos que f es multiplicativa. Probar que: 


(a) fG) = p(Mf() para cada n carente de cuadrados. 
(b) f-\(p*) = f(p} —f(p*) para cada primo p. 


26. Suponemos que f es multiplicativa. Probar que f es completamente multiplicativa si, y sólo si, 
fp“) = 0 para todo primo p y todo entero a > 2. 

27. (a) Si f es completamente multiplicativa, probar que, para todo par de funciones aritméticas 
g y h, 


f-(g*h) =(f-9)*(f -h) 


en donde f-g designa el producto ordinario, (f-g)(n) = f(n)g(n). 
(b) Si f es multiplicativa y si la relación dada en (a) se verifica para g = p y h = pr”, probar 
que f es completamente multiplicativa. 

28. (a) Si f es completamente multiplicativa, probar que 


UD*=f.g” 


para cada función aritmética g con g(1) Æ 0. 
(b) Si f es multiplicativa y la relación dada en (a) se verifica para g = pt, probar que f es 
completamente multiplicativa. 
29. Probar que existe una función aritmética multiplicativa g tal que 


n n 
Ls ((k, n)) = 21 a(z) 


para cada función aritmética f. Aquí (k, n) es el med de n y k. Utilizar esta identidad para pro- 
bar que 


S (k, n)ul(k, n)) = pln). 


k=1 


30. Sea f una función multiplicativa y sea g una función aritmética. Suponemos que 


(a) sf (p"*") = fip) f(p") — g(p)f(p"7*) para todos los primos p y todo n > 1. 


Probar que, para cada primo p, la serie de Bell de f tiene la forma 
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(b) 


31. 


32. 


33. 


34, 


35. 
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1 


f(x) = IM 


Recíprocamente, probar que (b) implica (a). 


(Continuación del ejercicio 30.) Si g es completamente multiplicativa demostrar que la pro- 
posición (a) del ejercicio 30 implica 


fimfin)= Y aos) 


yz 
d|ím, n) d 


en donde la suma se halla extendida a los divisores positivos del mcd (m, n). [Indicación: Con- 
siderar en primer lugar el caso m = p*, n = p”.] 


Probar que 
mn 
o,({m)o,(n) = vD ito“) 
d|(m,n) 
Probar que la función de Liouville viene dada por la fórmula 


n 
An) = Z, 
(n) EA 7) 


Este ejercicio describe otra demostración del teorema 2.16 que establece que la inversa de Di- 
richlet de una función multiplicativa es multiplicativa. Suponemos que g es multiplicativa y 
hacemos f = g, 


(a) Probar que, si p es primo, entonces para k > 1 tenemos 


Se) = — Yalr')f(r*~. 


t=1 


(b) Sea h la función multiplicativa univocamente determinada que coincide con f en las po- 
tencias de primos. Probar que A * g coincide con la función identidad J en las potencias 
de primos y deducir que h * g = J. Ello demuestra que f = h, luego f es multiplicativa. 

Si f y g son multiplicativas y, a y b son enteros positivos con a > b, probar que la función A 


dada por 
w= EM) 
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también es multiplicativa. La suma se halla extendida a los divisores d de n tales que d* divide 
an. 


FUNCIONES DE MOBIUS DE ORDEN k. 


Si k > 1 definimos up, la función de Möbius de orden k, como sigue: 


a(l) = 1, 
ln) = Osi p*|n para algún primo p, 


p(n) = (—1)' sin = p,*--- p" [| p O<a<k, 


i>r 


y(n) = 1 en otro caso. 


En otras palabras, ,() se anula si n es divisible por la potencia de exponente (k + 1) 
de algún primo; en otras palabras, x(n) es 1 salvo en el caso en que la descom- 
posición en factores primos de n contiene las potencias de exponente k de r primos 
distintos, exactamente, en cuyo caso u(n) = (— 1)’. Obsérvese que x = u, fun- 
ción usual de Möbius. 

Probar las propiedades de las funciones 1, de Mobius descritas en los siguientes 
ejercicios. 


36. Si k > 1, entonces x(n) = u(n). 
37. Cada función px es multiplicativa. 


38. Si k > 2 tenemos 
n n 
y(n) = 2r- (ju (5) 


38. Si k > 1 tenemos 
lu (nl = Y uta). 
dk * ijn 


40. Para cada primo p la serie de Bell de zx viene dada por 


1 — 2x" + x**! 


(dae) = — 


mK 


Capítulo 3 


Medias de funciones 
aritméticas 


3.1 INTRODUCCIÓN 


En el último capítulo hemos analizado varias identidades satisfechas por las 
funciones aritméticas (nm), p(n), A(n), y por las funciones divisor o,(”). Ahora nos 
preguntamos acerca del comportamiento de estas y otras funciones aritméticas f(m) 
para valores grandes de n. 

Por ejemplo, consideramos d(n), número de divisores de n. Esta función toma 
el valor 2 una infinidad de veces (cuando n es primo) y también toma valores gran- 
des cuando n posee un número grande de divisores. Por lo tanto los valores de d(n) 
fluctúan considerablemente cuando n crece. 

Muchas de las funciones aritméticas fluctúan de esta forma y, a menudo, es 
difícil determinar su comportamiento para n grande. A veces es mucho más fruc- 
tífera su media aritmética 


Fin) =— $ fW. 
k=1 


Las medias suavizan las fluctuaciones de forma que resulta razonable esperar que 
los valores medios f(n) poseen un comportamiento más regular que f(n). Esto es 
así para el caso de la función divisor d(n). Más adelante probaremos que la media 
d(n) se comporta como log n para n suficientemente grande; precisando 
(1) lim EA =1, 

n> o log n 
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Esto se expresa diciendo que el orden medio de d(n) es log n. 
Para estudiar la media de una función arbitraria f necesitamos un cierto cono- 


n 
cimiento de sus sumas parciales > f(k). A veces es conveniente reemplazar el 
k=1 


indice superior n por un número real positivo x arbitrario y considerar en su lugar 
sumas de la forma 


È Sh. 

ksx 
Entendemos entonces que los índices k varían de 1 a [x], el mayor entero < x. 
Si 0< x < l la suma es vacía y le asignamos el valor 0. Nuestro propósito con- 
siste en determinar el comportamiento de esta suma en función de x, especial- 
mente para x grande. 

Para la función divisor probaremos un resultado obtenido por Dirichlet en 1849, 

más fuerte que (1), a saber 


(2) Y dk) = x log x + (2C — 1)x + O(/x) 


ksx 


para todo x = 1. Aqui C es la constante de Euler definida por la ecuación 


i 1 ...1 1 
(3) C=lim 1+=+2=+4+---+-—logn}. 
n= co 2 3 n 


El símbolo O( x) representa una función no especificada de x que se halla domi- 
nada por un número constante de veces |/ x. Este resultado constituye un ejemplo 
de la notación «O mayúscula» que se define como sigue: 


3.2 LA NOTACIÓN O MAYÚSCULA. IGUALDAD ASINTÓTICA 
DE FUNCIONES 


Definición. Si g(x) > 0 para todo x = a, escribiremos 


FG) = O(g(x)) (léase: «f(x) es O mayúscula de g(x)») 


para indicar que el cociente f(x)/g(x) se halla acotado para x > a; esto es, existe 
una constante M > 0 tal que 
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|f(x)| < Mg(x) para todo x > a. 
Una ecuación de la forma 


f(x) = h(x) + Olg(x) 
significa que f(x) — h(x) = O(g(x)). Observemos que f(t) = O(g(t)) para t > a im- 
plica fi f(\dt = O(f* g(t)dt) para x > a. 


Definición. Si 


ED 
de e 


diremos que f(x) es asintótica a g(x) cuando x —- co, y escribiremos 


f(x) —g(x) cuando x —- oo, 


Por ejemplo, la ecuación (2) implica que 


Y dík) ~ xlogx cuando x oo. 
ksx 


En la ecuación (2) el término x log x se llama el valor asintótico de la suma; los 
otros dos términos representan el error cometido al aproximar la suma por medio 
de su valor asintótico. Si este error lo designamos por E(x), entonces (2) establece que 


(4) E(x) = (2C — 1)x + O(/x). 
Esto podría escribirse también E(x) = O(x), ecuación que sería correcta si bien no 


nos comunica la información más precisa contenida en (4). La ecuación (4) nos 
dice que el valor asintótico de E(x) es (2C — 1)x. 


3.3 FÓRMULA DE SUMACIÓN DE EULER 


A veces los valores asintóticos de una suma parcial se pueden obtener compa- 
rándola con una integral Una fórmula de sumación de Euler da una expresión 
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exacta del error cometido en tales aproximaciones. En esta fórmula [t] designa el 
mayor entero < t. 


Teorema 3.1 Fórmula de sumación de Euler. Si f posee derivada continua f' 
en el intervalo [y, x], en donde 0 < y < x, entonces 


(5) E sm= [sous e-card 
+ SOLI- SOD] - y) 


DEMOSTRACIÓN. Seam = [y], k = [x]. Para enteros n y n — 1 de [y, x] tenemos 


f roas f m-nroa=m— ne - fa- 


= {nf (n) — (n — 1) f(n — 1)} — fin). 


Si sumamos desde n = m + 1 hasta n = k obtenemos 


k 


fare d= Y Mm--DfM-D- Y fin) 


ni y<nsx 
=kf(k)—mf(m - Y fm, 


y<nsx 


por lo tanto 


k 
(6) y fir) = —[ ISO ae + Wf — mf) 


y<n<x 


= = [TISO dt + K - mfo) 
2 
La integración por partes nos da 


[ roa = re -ro - f "yO dt, 
y y 


y al combinar este resultado con (6) obtenemos (5). O 
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3.4 ALGUNAS FÓRMULAS ASINTÓTICAS ELEMENTALES 


El teorema que sigue proporciona un número de fórmulas asintóticas que son 
consecuencias fáciles de la fórmula de sumación de Euler En la parte (a) la cons- 
tante C es la constante de Euler definida en (3). En la parte (b), ¢(s) designa la fun- 
ción zeta de Riemann que se define por 


00 


(= È > sis>1, 


n=1 


y por la ecuación 





ama] Ll E) ar 
aaa n 1-s i 


x>0 \nsx 


Teorema 3.2 Si x> 1 tenemos: 


(a) y $= log x + C + 0(2) 


nsx 
1 xis de : 
(b) Y —= — + Us) + Ox") sis>0,s #1. 
nsx” l=s 


(c) Y L- O(x*7*) sis> 1. 


n>x 


xatl 


(d) Qe 


nsx 1 





+ O(x") sia > 0. 


DEMOSTRACIÓN. Para la parte (a) tomamos f(t) = 1/t en la fórmula de suma- 
ción de Euler para obtener 


1 * dt =t — [t] x — [x] 
Zif 77) At EA 


nsx 1 t 


*t— [t] L 
= log x - | Fo a +1+0(2) 


Ole a Cen 1 
= logx +1 Í Haf Har + o(2) 


1 x 
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La integral impropia {f° (1 — [t])t dt existe puesto que está dominada por fi” 12 dt. 
Además, 


o< f asf L me 
t gi 


x x 


luego la última ecuación conduce a 


E _ -i 
P Med CS ar + 0(2) 


Esto demuestra (a) con 








c=1-| =y 
1 t 


Si hacemos que x — co en (a) obtenemos que 


ROE: a, 
im( Z i- togx)=1 - f eel LA 
x40 An<x Ñ 1 t 


luego C es igual a la constante de Euler. 
Para probar (b) utilizamos el mismo tipo de argumento con f(x) = x~, en 
donde s >0, s # 1. La fórmula de sumación de Euler nos proporciona 





s+1 


TE Ec 
fox oh 1 © x 


Sal 1 — [1] i 
PET a ETE ee = dt + 0(x* 
L=s roy TE p (x75). 


Por consiguiente 
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7 A EE 
(7) ER Teg á 
en donde 
1 t — [t] 
Os) =1-5-=s/ aT dt. 


Si s< 1, el primer miembro de (7) tiende a ¢(s) cuando x > oo y los términos 
x! y x~ tienden ambos a 0. Por lo tanto C(s) =¿(s) si s< 1. Si0<s<l, 
x~*—- 0 y (7) prueba que 


im( y > Y -=) = C(s). 


x> ao nsx 


Por lo tanto, C(s) es también igual a ¢(s) si 0< s< 1. Esto demuestra (b). 


Para demostrar (c) usamos (b) con s > 1 a fin de obtener 


“) = OG!~9 





1 1 
2470 Ep” 


nsx 


ya que x < 4, 
Finalmente, para demostrar (d) utilizamos una vez más la fórmula de sumación 
de Euler con f(t) = t” para obtener 


En = fe dt + a [et — [t]) dt + 1 — (x — [x])x* 
1 


nsx 
xt 1 x E ‘ 
-T -zt ofe fe at) + 00 
ati 


a + O(x’). O 
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3.5 EL ORDEN MEDIO DE d(n) 


En esta sección obtenemos fórmulas asintóticas de Dirichlet para las sumas 
parciales de la función divisor d(n). 


Teorema 3.3 Para todo x > 1 tenemos 


(8) Y din) = x log x + (2C — 1)x + O(/x), 


nsx 


en donde C es la constante de Euler. 


DEMOSTRACIÓN. Puesto que d(n) = > qn 1 tenemos 


Y din) = Y El. 


nsx nsx din 


Esta es una suma doble extendida a n y a d. Puesto que d|n podemos escribir 
n = qd y extender la suma a todos los pares de enteros positivos q, d con gd < x. 


Luego, 


(9) Y dn) = 2 1. 


nsx 
qdsx 


Esto se puede intepretar como una suma extendida a ciertos puntos reticulares 
del plano qd. tal como sugiere la figura 3.1. (Un punto reticular es un punto de 
coordenadas enteras.) Los puntos reticulares con gd = n pertenecen a una hipér- 
bola. luego la suma de (9) cuenta el número de puntos reticulares que se hallan 
sobre las hipérbolas que corresponden a n = 1. 2, ..., [x]. Para cada d fijo < x 
podemos contar en primer lugar los puntos reticulares que se hallan en el segmento 
rectilineo horizontal 1 < g < x/d, y sumar después para todos los d < x. Con lo 
que (9) se transforma en 


(10) dm) = Y È 1 


nsx d<x qsx/d 


Ahora utilizamos la parte (d) del teorema 3.2 con « = 0 a fin de obtener 
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Figura 3.1 
y 1=3+00). 
qsx/d 


Utilizando este resultado junto con el teorema 3.2(a) obtenemos 


1 
24m) = AE js ow} ğ È, d * i 


ds 


= sios x+C+ al); + O(x) = x log x + O(x). 


Este resultado constituye una versión débil de (8) que implica 


Y d(n) ~ xlogx cuando x > o 
nsx 


y da logn como el orden medio de d(n). 
Para probar la fórmula más precisa (8) volvemos a la suma (9) que cuenta el 
número de puntos reticulares que se hallan en una región hiperbólica y saca ven- 
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X 7 
[z] —d puntos reticulares sobre este segmento 


Figura 3.2 


taja de la simetría de la región respecto de la recta q = d. El número total de puntos 
reticulares que se hallan en la región es igual a dos veces el número que se hallan 
debajo de la recta q = d más el número de puntos que se hallan en el segmento 
rectilíneo bisectriz. Refiriéndonos a la figura 3.2 vemos que 


Edi) =2 mF = a} + [Vx]. 


Usamos ahora la relación [y] = y + O(1) y las partes (a) y (d) del teorema 3.2 
para obtener 


Y dm) =2 Y k ok ow} + 0(/x) 
nsx ds yx 
: -2 Y d+0(/x) 


ds yx 


=2x Y 


ds yx 


= 2x log Ji + Cs A)! = of + o/a} + 0(/x) 


= x log x + (2C — 1)x + O(/x). 
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Esto termina la demostración de la fórmula de Dirichlet. O 


Nota. El término de error O(]/ x) se puede mejorar. En 1903 Voronoi demostró 
que el error es O(x'* log x); en 1922 van de Corput lo mejoró hasta O(x%/1%0). La 
major estimación hasta el presente es O(x?97)+*) para cada e > 0. obtenida por 
Kolesnik [35] en 1969. La determinación del ínfimo de todos los 0 tales que O(x) 
sea el término de error constituye un problema abierto que se conoce con el nombre 
de problema del divisor de Dirichlet. En 1915 Hardy y Landau probaron que 
infO > 1/4. 


3.6 EL ORDEN MEDIO DE LAS FUNCIONES DIVISOR o,(n) 


El caso « = 0 se ha considerado en el teorema 3.3. Ahora consideramos « > 0 
real y tratamos el caso « = 1 separadamente. 


Teorema 3.4 Para todo x = 1 tenemos 
1 
(11) È a(n) = 5 ((2)x? + Olx log x). 
nsx 


Nota. Es posible demostrar que ¢(2) = 2*/6. Por consiguiente (11) prueba que 
el orden medio de o,() es x?n/12. 


DEMOSTRACIÓN. El método es análogo al que se utilizó para obtener la versión 
más débil contenida en el teorema 3.3. Tenemos 


Zo (m= Y] Da= La=d la 
nsx nsx qln q,d dsx qsx/d 
qdsx 
1 /x\? E ) x? 1 + of» i) 
= =(=] +0 => =y = 
Ehali) La Za 
x? 1 1 r 
e + ¢(2)+ O z + O(x log x)= = 5 2x + O(x log x), 
en donde hemos utilizado las partes (a) y (b) del teorema 3.2. O 


Teorema 3.5 Six= 1 ya >0, «#1, tenemos 
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Y 04m) = EED jan 4 OG, 


nsx a+ atl 
en donde P = máx {1, a). 


DEMOSTRACIÓN. Esta vez se utilizan las partes (b) y (d) del teorema 3.2 para 
obtener 


20 (m= LLT Va 


nsx nsx qin dsx qsx/d 
1 x ati x“ xt 1 1 
= El ti (3) i o(=)} “ati eet o( x Es) 
xr 


a+l 


eat tos oa) 


= = + (æ + 1) + O(x7* ») 








no ¿a + 1) an 1) qa tl a a + ¿la + 1) etl B 

at + O(x) + O(1) + O(x’) = eal + 0(x*) 
en donde $ = máx {1, a). O 
Para buscar el orden medio de o,(n) para «œ negativo escribimos « = — B, en 


donde $ > 0. 


Teorema 3.6. Si p >0, sea ô = max {0,1 — f}. Entonces, si x > 1, tenemos 


Y o_ s(n) = C(B + 1)x + O(x*) si BA 1, 


nsx 


= ((2)x + O(log x) si B=1. 


DEMOSTRACION. Tenemos 


1 
=) F 21 
dsx qsx/jd 


1 
a 

1 1 
Lei + ow} = x2 a+ dz 3) 


dsx 


È o-n) 


nsx 


p 


d 





In 
1 
LF 
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Este último término es O(log x) si B = 1 y O(x*) si B # 1. Puesto que 


xi- 








xl a =p - C(B + 1)x + O(x~*) = CB + 1)x + O(x*7?) 
dsx 
esto termina la demostración. O 


3.7 EL ORDEN MEDIO DE g(n) 


La fórmula asintótica relativa a las sumas parciales de la indicatriz de Euler 
contiene la suma de la serie 


S un) 


2 
n=1 A 


Esta serie converge absolutamente puesto que está dominada por >;2, n. En un 
capítulo posterior probaremos que 


(12) AA 


en virtud de la parte (c) del teorema 3.2. Utilizamos este resultado para obtener 
el orden medio de ¢(n). 


Teorema 3.7 Para x> 1 tenemos 


(13) Y p(n) = = x? + O(x log x), 


nsx 
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luego el orden medio de y(n) es 3n/x?. 


DEMOSTRACIÓN. El método es análogo al utilizado para las funciones divisor. 
Empezamos con la relación 


olin) = Ena) 
din 


y obtenemos 


Y om) = Y Zaa)” = 2 ud) = 240) Y 4 


nsx n<x din qsx/d 
AS 


"mt As) 


2 y MA a o(x y i) 


dsx dsx 


=3* 
=> es hee 5% + O(xlogx). O 


3.8 UNA APLICACIÓN A LA DISTRIBUCIÓN DE LOS 
PUNTOS RETICULARES VISIBLES DESDE EL ORIGEN 


La fórmula asintótica para las sumas parciales de p(n) tiene una interesante 
aplicación a un teorema concerniente a la distribución de puntos reticulares del 
plano que son visibles desde el origen. 


Definición. Dos puntos reticulares P y Q se llaman mutuamente visibles si el 
segmento rectilíneo que los une no contiene otros puntos reticulares que los puntos 
extremos P y O. 


Teorema 3.8 Dos puntos reticulares (a, b) y (m, n) son mutuamente visibles si, 
y sólo si, a — m y b —n son primos entre si. 
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DEMOSTRACIÓN. Es claro que (a,b) y (m,n) son mutuamente visibles si, y 
sólo si (a — m, b — n), es visible desde el origen Por lo tanto es suficiente probar 
el teorema cuando (m, n) = (0, 0). 

Suponemos que (a, b) es visible desde el origen, y hacemos d = (a, b). Preten- 
demos demostrar que d = 1. Si d > 1, entonces a= da’, b= db’ y el punto reticu- 
lar (a’, b”) se hclla sobre el segmento rectilíneo que une (0, 0) con (a, b). Esta con- 
tradicción prueba que d = 1. 

Recíprocamente, suponemos (a, b) = 1. Si un punto reticular (a’, b’) se halla en 
el segmento que une (0, 0) con (a, b) tenemos 


, 


a’ = fä, b' = tb, en donde 0<1<l. 


Por lo tanto t es racional, luego t = r/s, en donde r, s son enteros positivos con 
(1, s) = 1. Luego 


sa’ =ar y sb' =br, 


y por lo tanto slar, s|br. Pero (s, r) = 1, luego s|a, s|b. Por lo tanto s = 1 ya que 
(a,b) = 1. Esto contradice la desigualdad 0 < 1< 1. Por consiguiente el punto 
reticular (a, b) es visible desde el origen. ll 
Existe una infinidad de puntos reticulares visibles desde el origen y es natural 
preguntarse cómo se hallan distribuidos en el plano. 
Consideremos una región cuadrada amplia del plano xy definida por las des- 
igualdades 


|x| <7 ly|<r. 


Si N(r) designa el número de puntos reticulares de este cuadrado, y si N’(r) designa 
el número de los que son visibles desde el origen, el cociente N’(r)/N(r) mide la 
fracción de puntos del cuadrado que son visibles desde el origen. El teorema que 
sigue prueba que esta fracción tiende a un límite cuando r => œ. Este límite se 
llama la densidad de los puntos reticulares visibles desde el origen. 


Teorema 3.9 El conjunto de puntos reticulares visibles desde el origen tiene 
densidad 6/1. 


DEMOSTRACIÓN. Probaremos que 


_ Ni(r)_ 6 
a 
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Los ocho puntos reticulares más próximos al origen son todos ellos visibles desde 
el origen (ver figura 3.3). Por simetría, vemos que N’(r) es igual a 8, más 8 veces 
el número de puntos visibles de la región 


{((x,y):2<x<er, 1<y<x) 


(la región sombreada de la figura 3.3). Este número es 


N'r)=8+8 Y Y 1=8 ) gin). 
enemas e E lsnsr 


Utilizando el teorema 3.7 tenemos 
Nr) = = r? + O(r log r). 


Pero el número total de puntos reticulares del cuadrado es 


N(r) = (2[r] + 1)? = (2r + O(1))? = 4r? + O(r) 
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o sea 
24, 6 log r 
Nm m” + gel at +0 ae | 
Nr) 4r? +00) i+ ott 
Por lo tanto, cuando r— co, obtenemos N’(r)/N(r) =- 6/22?. O 


Nota. El resultado del teorema 3.9 se describe algunas veces diciendo que un 
punto reticular elegido al azar tiene probabilidad 6/x? de ser visible desde el origen. 
Luego, si dos enteros a y b se eligen al azar, la probabilidad de que-sean primos 
entre sí es 6/x?. 


3.9 EL ORDEN DE p(n) Y EL DE A(n) 


Los órdenes medios de u(n) y A(n) son considerablemente más difíciles de deter- 
minar que los de p(x) y que los de las funciones divisor. Es conocido que u(n) tiene 
orden medio 0 y que A(n) tiene orden medio 1. Esto es, 


lim i Y u(n) = 0 


xa X nsx 


a Hl 

lim — Y A(n) = 1, 

x= o x nsx 
pero las demostraciones no son simples. En el próximo capítulo probaremos que 
estos dos resultados son equivalentes al teorema del número primo, 


lim n(x)log x _ 


x> x 


l, 


en donde x(x) es el número de primos < x. 

En este capítulo obtenemos algunas identidades elementales que contienen a 
u(n) y a A(n) y que se utilizarán más adelante para estudiar la distribución de pri- 
mos. Se deducirán de una fórmula general que relaciona las sumas parciales de 
funciones aritméticas arbitrarias f y g con su producto de Dirichlet f » g. 


APOSTOL IV-6 
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3.10 LAS SUMAS PARCIALES DE UN PRODUCTO DE DIRICHLET 


Teorema 3.10 Si h=fxg, sea 


H(x)= Y h(n), F(X) = 2 fin), y Gx) = Y gín). 


nsx nsx 


Entonces tenemos 


(14) H(x) = E 0) = Ese) 
nsx nsx 


DEMOSTRACION. Hacemos uso de la ley asociativa (teorema 2.21) que relaciona 
las operaciones o y *. Sea 


0 si0<x<l, 
1 six> 1. 


U(x) = l 
Entonces F = fo U, G = go U, y tenemos 


f°- G= fegeUj=(f*g)oU =H, 
goF =go(f.U)=(g+*f)U = H. 


Esto termina la demostración. O 


Si g(n) = 1 para todo n entonces G(x) = [x], y (14) nos proporciona el siguiente 
corolario: 


Teorema 3.11 Si F(x) = >,<,f(n) tenemos 


(15) yy fa = POH -5 r(*) 


nsx din nsx 
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3.11 APLICACIONES A p(n) Y A A(n) 

Ahora en el teorema 3.11 hacemos f(n) = u(n) y A(n) y obtenemos las identi- 
dades que siguen que utilizaremos más adelante para estudiar la distribución de 
primos. 

Teorema 3.12 Para x > 1 tenemos 


(16) y un =| =1 


nsx 


(17) y a|] = log [x]!. 


nsx 


DEMOSTRACIÓN. De (15) obtenemos 


> an] *| =YYu@= Y A =1 


nsx nsx din nsx 


y VH = Y F Ald) = Y logn = log[x]!. o 
nsx nsx din nsx 


Nota. Las sumas que intervienen en el teorema 3.12 deben considerarse como 
medias ponderadas de las funciones u(n) y A(n). 


En el teorema 4.16 demostraremos que el teorema del número primo se sigue 
de la afirmación que establece que la serie 


< Hn) 
2, n 


converge y tiene suma 0. Utilizando (16) podemos demostrar que esta serie posee 
sumas parciales acotadas. 
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Teorema 3.13 Para todo x > 1 tenemos 


Ali 


nsx QM 


(18) 








y la igualdad se verifica únicamente si x< 2. 


DEMOSTRACIÓN. Si x <2 sólo existe un término en la suma, (1) = 1. Supo- 
nemos ahora que x > 2. Para cada real y, sea {y} = y — [y]. Entonces 


t= Zool] rod) Zoo 


Puesto que 0 < {y} < 1 esto implica 








y 0 = + E Hs i$ zE 
nsx nsx nsx n 
=1+{x}+ Y (E) < 14 bd + Dd 1 
2<snsx 
Dividiendo por x obtenemos (18) con desigualdad estricta. c 


Ahora volvemos a la identidad (17) del teorema 3.12, 


(17) > nof =] = log[x]!, 


nsx 


y la utilizamos para determinar las potencias de números primos que dividen a 
una factorial. 


Teorema 3.14 Identidad de Legendre. Para x > 1 tenemos 


(19) [x]! = [I poo 


psx 


en donde el producto se halla extendido a todos los primos < x, y 
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(20) alp) = AH 


m=1 p" 


Nota. La suma de a(p) es finita puesto que [x/p”] =0 para p > x. 


DEMOSTRACIÓN. Puesto que A(n) =0 a menos que n sea una potencia de 
primo, y A(p”) = log p, tenemos 


log[x]! = Em] *| > [Jos p= Flog 


psx m=1 


en donde «(p) esta dado por (20). La ultima suma es el logaritmo del producto 
de (19), lo que termina la demostración. O 


Ahora utilizaremos la fórmula de sumación de Euler para determinar una 
fórmula asintótica para log [x]! 


Teorema 3.15 Si x > 2 tenemos 


(21) log[x]! = x log x — x + O(log x), 
y por lo tanto 


(22) Y A(n) 2] = x log x — x + O(log x). 


nsx 


DEMOSTRACIÓN. Si hacemos f(t) = logt en la fórmula de sumación de Euler 
(teorema 3.1), obtenemos 





Y logn = J toa cae + f: — [A de — (x — og 


nsx 1 t 
*t— [t 
=xlogx=x+1 +f EE a + olog») 
1 


Esto prueba (21) ya que 


dl E gm 
f — tie of i dr) O(log x), 
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y (22) procede de (17). 
El teorema que sigue es una consecuencia de (22). 
Teorema 3.16 Para x > 2 tenemos 
(23) 5 [z| log p = x log x + O(x), 
psxLP 
en donde la suma se halla extendida a todos los primos < x. 


DEMOSTRACIÓN. Puesto que A(n) = 0 excepto si n es una potencia de primo, 
tenemos 


zijo- ij 


Pero p” < x implica p < x. Además, [x/p"] = 0 si p > x por lo tanto podemos 
escribir la última suma en la forma 


pilae- zije z Sls ee 


psxm=1 psx psxm=2 


Ahora veremos que esta última suma es O(x). Tenemos 


AA =< 5 Y log p Y en xD oer 3 (7) 


psx psx 





1 1 log p 
=x) logp-—:——- = x 
2. p? 1 _3 psx Pip — 1) 


p 


S logn _ 
sÈ an — 1) 7 OO 





Por lo tanto hemos probado 
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2 |= ro =E [5 os p + O(n), 


nsx psx 


que, usado junto con (22), prueba (23). O 


La ecuación (23) se utilizará en el capítulo siguiente para obtener una fórmula 
asintótica para las sumas parciales de la serie divergente > (1/p). 


3.12 OTRA IDENTIDAD PARA LAS SUMAS PARCIALES 
DE UN PRODUCTO DE DIRICHLET 


Terminamos este capítulo con una versión más general del teorema 3.10 que 
utilizaremos en el capítulo 4 para estudiar las sumas parciales de ciertos productos 


de Dirichlet. 
Como en el teorema 3.10 escribimos 


F(x)= Y f(n, Gx) = Yan), y Hx= YU *g)(n) 


nsx nsx 


y entonces 


Hx) = Y Y radz) = ESO 


n<x din ’ 
qdsx 


Teorema 3.17 Sia y b son números reales positivos tales que ab = x, entonces 


(24) Y fala) = Xf ma(*) + Yg(n)F (2) — F(a)G(b). 
q.d nsa n nzb n 


qd <x 


DEMOSTRACIÓN. La suma H(x) de la izquierda de (24) se halla extendida a 
todos los puntos reticulares de la región hiperbólica dibujada en la figura 3.4. Se- 
paramos la suma en dos partes, una extendida a los puntos reticulares de A U B 
y la otra a los de BUC. Los puntos reticulares de B intervienen dos veces, por 
lo que tenemos 
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Figura 3.4 


H(x)= Y Y f(Wala) + pa > S00- 2 X fdg), 


dsa qsxjd 


que es la misma que (24). O 


Nota. Si tomamos a=1 y b= 1, respectivamente, obtenemos las dos ecua- 
ciones del teorema 3.10, puesto que f(1) = F(1) y g(1) = G(). 


Ejercicios del capítulo 3 


1. Utilizar la fórmula de sumación de Euler para deducir las siguientes para x > 2: 





a) y 5 los? aro 


nsx 


5) en donde A es constante. 


1 1 
b —— = log(lo +B+ dz) en donde B es constante, 
(b) E ER glog x) x log x 


2. Si x > 2 probar que 
d(n) _ 


nsx 


1 
=z log? x + 2C log x + O(1), en donde C es la constante de Euler. 
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3. Six=>2ya>0, «£1, probar que 


2 


nsx " 


din) _ e -2 


pm Y tla)? + O(x*79. 





4. Si x > 2 probar que: 


2 
(a) Y THE a+ O(x log x). 


nsx 


y(n) | x 
Oe ahe 73 + ox 
5. Si x > 1 probar que: 


(a) Zon) = == POF | +3 


2 ass 


v O- zek] 


nsx NM nsx M" 


Estas fórmulas junto con las del ejercicio 4 prueban que, para x > 2, 


on) x 
20m) = ; a a O(xlogx) y p o = + O(log x). 


6. Si x > 2 probar que 


y(n) 1 log x 
pr = eta + of x ) 


en donde C es la constante de Euler y 





a- y por n 


7. En un capítulo posterior demostraremos que AA ¡(mara = 1/2(a) si a > 1. Admitiendo este 
resultado, probar que para x > 2 ya > 1,0 Æ 2, tenemos 


gn) x= 1 Ga) 
2720 @ 


8. Sia< 1 y x> 2 probar que 


+ O(x!~* log x). 
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2-a 





1 
y .. x aat * log x). 
nsx 


9. En un capitulo posterior probaremos que el producto infinito Ta — p”?), extendido a todos 
los primos, converge hacia el valor 1/¢(2) = 6/z*. Admitiendo este resultado, probar que 


y. de << sin > 2. 


n on) ~ 
[Indicacion: Usar la formula (n) = n [lpn (1 — p`’) y la relación 








e 1 1+x a 
Leta pes = z conx=-. 
x p 


(b) Si x > 2 probar que 


Iml 


10. Si x > 2 probar que 


Y — = Ollog x). 


n<x P 


11. Sea p(n) = n Xain! u(d)l/d. 


(a) Probar que q, es multiplicativa y que pi(m) = n[ [pn + p`). 
(b) Probar que 


oín) = y aldo 7 ,) 


d\n 


en donde la suma se halla extendida a los divisores de n tales que d?|n, 
(c) Probar que 


Y ein) = Y was(%) en donde S(x) = Y olk), 


nsx ds yx ksx 


y entonces utilizar el teorema 3 4 para deducir que, para x > 2, 


54) 
(n) = —— x? + O(x log x). 
Ea 
Igual que en el ejercicio 7, podemos suponer válido el resultado > p=; u(1)n78 = 1/£(x) 


para «> 1. 
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12. Para s real > 0 y para k entero > 1 hallar una fórmula asintótica para la suma parcial 


L 3 
nsx n. 
(n k)=1 


con un término de error que tienda a 0 cuando x >00. Asegurarse de que el caso s = 1 se 
halla incluido. 


PROPIEDADES DE LA FUNCIÓN PARTE ENTERA 


Para cada real x el símbolo [x] designa el mayor entero < x. Los ejercicios 13 
al 26 describen algunas propiedades de la función parte entera. En estos ejercicios 
x e y designan números reales, 7 designa un entero. 


13. Probar cada una de las afirmaciones siguientes: 


(a) Six = k + y en donde k es un entero y 0< y < 1, entonces k = [x]. 


(b) [x + n] = [x] + n. 


—[x] six = [x], 
(c) [-x] = ies — 1 six # [x]. 


(d) [x/n] = [[x]/n] sin > 1. 
14. Si 0 < y < 1, ¿cuáles son los valores posibles de [x] — [x — y]? 


15. El número {x} = x — [x] se llama parte residual de x. Satisface las desigualdades 0 < {x} <4 
con {x} =0 si, y sólo si, x es un entero. ¿Cuáles son los valores posibles de {x} + (— x}? 


by + xp 


16. (a) Probar que [2x] —2[x] es o 0 o 1. 
(b) Probar que [2x] + [2y] > [x] + D] + [x + y]. 
17. Probar que [x] + [x + 4] = [2x] y, en general, 


pa E + ‘] = [nx]. 


k=0 


18. Sea f(x) = x — [x] —}. Probar que 


Edo 2 ‘) = f(nx) 


k=0 


y deducir que 
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= 1 
2 se + |<! para todo m > 1 y todo real x. 





19. Dados dos enteros positivos impares h y k, con (h, k) = 1, sean a = (k — 1)/2, b = (h — 1)/2. 


(a) Probar que >¢-,[hr/k] + >?-,[kr/h] = ab. Indicación. Puntos reticulares. 
(b) Obtener el resultado correspondiente si (h, k) = 


20. Si n es un entero positivo probar que [Vn + Vn + 1] = [V4n + 2]. 
21. Determinar todos los enteros positivos n tales que [Vn] divide a n. 


22. Si n es un entero positivo, probar que 





25 3 


n— 17 
s n-12-[ 25 | 


es independiente de n. 


23. Probar que 


goleo 


24. Probar que 


25. Probar que 


y que 





¿0-5 


26. Si a = 1, 2,..., 7 probar que existe un entero b (dependiente de a) tal que 


¿A 


Capítulo 4 


Algunos teoremas elementales 
sobre la distribución 
de los números primos 


4.1 INTRODUCCIÓN 


Si x >0, a(x) designa el número de primos que no exceden a x. Entonces 
a(x) > co cuando x —> co puesto que existe una infinidad de números primos. El 
comportamiento de x(x) como función de x ha sido objeto de un intenso estudio 
por parte de muchos matemáticos ilustres a partir del siglo dieciocho. La inspección 
de tablas de primos condujeron a Gauss (1792) y Legendre (1798) a conjeturar 
que x(x) es asintótica a x/log x, es decir, 


lim m(x)log x iS 


x= x 


L. 


Tal conjetura fue demostrada en 1896 por Hadamard [28] y por de la Vallée 
Poussin [71] y se conoce con el nombre de teorema del numero primo. 

Las demostraciones del teorema del numero primo se clasifican a menudo en 
analíticas y elementales, según los métodos utilizados para desarrollarlas. La de- 
mostración de Hadamard y de la Vallée Poussin es analítica, utilizando la teoría 
de las funciones de variable compleja y propiedades de la función zeta de Riemann. 
Una demostración elemental fue hallada en 1949 por A. Selberg y P. Erdós. Su 
demostración no recurre a la función zeta ni a la teoría de las funciones complejas 
pero es bastante intrincada. Al final de este capítulo damos un breve esbozo de 
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los puntos más destacados de la demostración elemental. En el capítulo 13 daremos 
una demostración analítica breve que es más transparente que la demostración 
elemental. 

Este capítulo trata primordialmente de teoremas elementales acerca de los nú- 
meros primos. En particular, probaremos que el teorema del número primo se 
puede expresar de varias formas equivalentes. 

Por ejemplo, probaremos que el teorema del número primo es equivalente a 
la fórmula asintótica 


(1) Y Aín) =x cuando x —- oo, 


nsx 


Las sumas parciales de la función de Mangoldt A(n) definen una función introdu- 
cida por Chebyshev en 1848. 


4.2 LAS FUNCIONES DE CHEBYSHEV y(x) Y (x) 


Definición. Para cada x > 0 definimos la función y de Chebyshev por la fórmula 


Wx) = Y Aln). 


nsx 
Entonces, la fórmula asintótica dada en (1) establece que 


lim pd a b 
x 


(2) 


x-o00 


Puesto que A(n) = 0 excepto si n es una potencia de primo podemos escribir 
la definición de y(x) como sigue: 


We) = EAm= Y EA0= Y Y lowe. 


La suma extendida a m'es, en realidad, una suma finita. De hecho, la suma exten- 
dida a p es vacía si x!" < 2, es decir, si (1/m) log x < log 2, o si 


log x 
m> ioe = 982%: 
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Por consiguiente tenemos 


Wix)= Y Y logp. 


m< logax p<x!/" 


Esto puede escribirse de forma ligeramente diferente introduciendo otra función 
de Chebyshev. 


Definición. Si x > 0 definimos la función % de Chebyshev por la ecuación 
Xx) = Y log p, 
psx 


en donde p recorre todos los primos < x. 


La última fórmula dada para w(x) se puede escribir ahora como sigue: 


(3) W(x) = Y Ax!” 


ms logax 
El teorema siguiente relaciona los dos cocientes y(x)/x y 9(x)/x. 
Teorema 4.1 Para x > 0 tenemos 


W(x) Ax) _ (log x)? 
06% LD Se , 
EA 2,/x log 2 


Nota. Esta desigualdad implica 


lim ES - o) =0. 
x 


x>00 x 


Con otras palabras, si uno de los cocientes y(x)/x o M(x)/x posee limite entonces el 
otro cociente también y ambos límites coinciden. 


DEMOSTRACIÓN. De (3) obtenemos 


o< yx- I= Y Me™, 


2<ms log2x 
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Pero de la definición de 9(x) obtenemos la desigualdad trivial 


Ax) < Y log x < x log x 


psx 





luego 
0<Wx)-%x)< Y x log(x™) < (log, x)/x log /x 
2<ms log2x 
A log x Jx, Jxllog x)? 
~ log2 2 ~ 2log2 ` 
Dividimos ahora por x y obtenemos el teorema. O 


4.3 RELACIONES QUE LIGAN 9(x) Y a(x) 


En esta sección obtenemos dos fórmulas que relacionan (x) y (x). Se utili- 
zarán para demostrar que el teorema del número primo es equivalente a la relación 
límite 

Ax 
lim 2 =1, 


xa 


Las dos funciones x(x) y 9(x) son funciones escalonadas con salto en los nú- 
meros primos; zx(x) tiene salto 1 en cada primo p, mientras que 9(x) tiene salto 
log p en p. Las sumas que contienen funciones escalonadas de este tipo se pueden 
expresar como integrales por medio del teorema que sigue. 


Teorema 4.2 Identidad de Abel. Para toda función aritmética a(n), sea 


A(x) = Y a(n), 


nsx 


en donde A(x) =0 si x < 1. Suponemos que f posee derivada continua en el inter- 
valor [y, x], en donde O < y < x. Entonces tenemos 


4) E ams = AOS) AMS [AOS at 


yon<x 
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DEMOSTRACIÓN. Sea k = [x] ym = [y], por lo que A(x) = A(k) y A(y) = A(m). 
Entonces 


k k 
y anfm= Y anfm= Y Am) — A(n — 1)} f(n) 
n=m+1 n=m+ 


y<nsx 


k k-1 
È AMfm)-— AMA + 1) 
n=m+1 n=m 


E AMS fn + D) + AGO SH) — Ab) fim + 1) 


k-1 n+ 1 
- 2 ain) | S(t) dt + A(K)f(k) — Atm) f(m + 1) 
n=m+1 n 


k- +1 
mre 3 A(t) f'(t) dt + Alk) f(k) — A(m)f (m + 1) 


n=m+1 vn 


k x 
= Í AOS (0 dt + A f(x) — f AOS (0 de 
m>+1 
m+ i 
~A(y) fy) — Í A(t) f'() at 
y 
= A(x) f(x) — ASO) - Í AMOSO dt. o 
y 


OTRA DEMOSTRACIÓN. Una demostración breve de (4) se puede dar para aquellos 
lectores familiarizados con la integración de Riemann-Stieltjes. (Ver [2], capítulo 7.) 
Puesto que A(x) es una función escalonada con salto f(n) en cada entero n, la suma 
que interviene en (4) se puede expresar como una integral de Riemann-Stieltjes, 


E atn)sin) = [ “f(a. 


La integración por partes nos proporciona 


Y aln)f(n) = FAR) — SAL») — Í AO df(t) 


yens 


= f(x)Alx) — FAV) - f AOS (0) dt. o 
y 


98 Algunos teoremas elementales 


Nota. Puesto que A(t)=0 si t<1, cuando y< 1 la ecuación (4) toma 
la forma 


(5) E aln) fin) = ADS — | Aso ae 


nsx 


Observemos además que la fórmula de sumación de Euler se puede deducir 
fácilmente de (4). En efecto, si a(n) = 1 para todo n > 1 obtenemos A(x) = [x] 
y (4) implica 


E fin) = 0901-1001 - [tasa 


y<n<x 


Combinando esto con la fórmula de integración por partes 
f roa= yw- o- | soa 
y y 


obtenemos inmediatamente la fórmula de sumación de Euler (teorema 3.1). 
Ahora utilizamos (4) para expresar 9(x) y x(x) por medio de integrales. 


Teorema 4.3 Para x => 2 tenemos 








(6) Ax) = n(x)log x — 1 ze dt 
P 

CI FH) 
g ss ae log x = [ t log? t 


DEMOSTRACIÓN. a(n) designa la función característica de los primos; es decir 


1 sin es primo, 


a(n) =4 9 en otro caso. 


Entonces tenemos 


ax)= Y 1= Y a(n) y Ax)= Ylogp= Y a(mlog n. 


psx 1<n<x psx l<nsx 
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Si hacemos f(x) = log x en (4) con y = 1 obtenemos 


Ax)= Y a(nlog n = n(x)log x — x(1)log 1 — i j ds 
1 


1<ns<x 


que prueba (6) ya que z(t) = 0 para t< 2. 
Ahora, sea b(n) = a(n) logn y escribamos 


mx)= PY b(n) E y Hx) = Y b(n). 


3/2<n<x log nsx 


Si hacemos f(x) = 1/log x en (4) con y = 3/2 obtenemos 











_ Ax) 9(3/2) * ot) 
lidad logx log 3/2 + ki tlog?t "> 
que prueba (7) ya que X(t) =0 si t< 2. O 


4.4 CIERTAS FORMAS EQUIVALENTES DEL TEOREMA 
DEL NÚMERO PRIMO 


Teorema 4.4 Las relaciones que siguen son lógicamente equivalentes: 


(8) lim mx)log x _ 1. 
x-> 00 x 
(9) tim W = 4, 
xo X 
(10) tim 49. 1, 
x 


x= 00 
DEMOSTRACIÓN. De (6) y (7) obtenemos, respectivamente, 


Ax) id m(x)log x ml 1 is mt) 


— dt 
x x xJ2 t 


m(x)log x _ Ax) ™ log x (* 9(t) dt 
x å X % Ja tlog*t’ 
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Para probar que (8) implica (9) únicamente necesitamos demostrar que (8) implica 


lim = f mar 0 


x00 2 





t 
Pero (8) implica a =0 ( ) para t > 20 sea 


log t 


ETA E) 
Cde t x J2 logt 








Ahora bien 
* dt P dt f dt | Jx x—yx 
—=| —+| —< + 
2 logt 2 logt y log t” log 2 log /x 
luego 
1 (* dt 
— | —-0 cuando x > oo, 
x J, logt 


Esto demuestra que (8) implica (9). 
Para probar que (9) implica (8) únicamente necesitamos probar que (9) implica 





lim aex f O i 
gr X 2 t log t 


Pero (9) implica (t) = O(t) luego 


log x [* Xt)dt _ /logx (* dt 
x Jatlog t j 





x Ji lope 


Ahora bien 


A 








* dt og dt +f dt wf MEE 


pk Pe a E ma 
2 log? t 2 log? t VE log? t log? 2 log? Jx 


por lo tanto 
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logx (* dt 


z, >0 cuando x— oo, 
x Jz log*t 





Esto demuestra que (9) implica (8), luego (8) y (9) son equivalentes. En virtud del 
teorema 4.1 sabemos que (9) y (10) son equivalentes. a 


El teorema que sigue relaciona el teorema del número primo con el valor asin- 
tótico del n-ésimo número primo. 


Teorema 4.5 Si p, designa el primo n-ésimo, entonces las siguientes relaciones 
asintóticas son lógicamente equivalentes: 





(11) mm OE, 
(12) lim r(x)log n(x) _ 1. 
x> wo x 
io a 
a bern nlogn — y 


DEMOSTRACIÓN. Probaremos que (11) implica (12), que (12) implica (13), que 
(13) implica (12), y que (12) implica (11). 
Suponemos que se verifica (11). Tomando logaritmos obtenemos 


lim [log n(x) + log log x — log x] = 0 


xoxo 


iin | toga CEI, A io, 
Pee log x log x 


Puesto que log x =- co cuando x —- co vemos que 


luego 








tim (5 mx) | log log x _ 1) wit 


log x log x 


x- 0 


de donde obtenemos 


log a(x), _ 


1. 
xe TOBY 
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Esto, junto con (11), nos da (12). 
Ahora suponemos que se verifica (12). Si x = p, entonces x(x) =n y 


n(x)log n(x) = n log n 


luego (12) implica 


nlogn _ 


lim Es 


Entonces (12) implica (13). 
Ahora suponemos que se verifica (13). Dado x, definimos n por medio de las 
desigualdades 


Pn x < Pn+ 1> 
o sea que n = x(x). Si dividimos por n logn, obtenemos 


Pn < x = Pn+1 Pn+1 (n + 1)log(n + 1) 


nlogn” nlogn nlogn (n+ l)log(n + 1) n log n 








Ahora suponemos que n —- co y utilizamos (13) a fin de obtener 





y e E A 
pes nlogn li — n(x)log n(x) } 


Por consiguiente, (13) implica (12). 
Finalmente, probaremos que (12) implica (11). Si tomamos logaritmos en (12) 
obtenemos 
lim (log n(x) + log log x(x) — log x) = 0 


x>w 


o bien 





lim E noi PE aa La es ) =i 


aie log n(x) log n(x) 


Puesto que log a(x) —- co se tiene que 


E log log x(x) _ log x 
log x(x) log n(x) 





lim 


x>0 
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luego 


= logx _ 





Esto, junto con (12), nos da (11). O 


4.5 DESIGUALDADES RELATIVAS A x(n) Y A p, 


El teorema del número primo establece que a(n) ~n/logn cuando n > oo, 
Las desigualdades del próximo teorema prueban que n/log n es el orden de magnitud 
correcto de x(n). Aunque con un mayor esfuerzo es posible mejorar las des- 
igualdades (ver [60]), el teorema que sigue es interesante por la naturaleza ele- 
mental de su demostración. 


Teorema 4.6 Para cada entero n > 2 tenemos 


l n n 
- — 6 —. 
dogn a 


(14) log n 


DEMOSTRACIÓN. Empezamos con las desigualdades 


n 2n n 
(15) 2 < (i) <a, 





=) = (2n)! 


en donde (= 
n nin! 


derecha se sigue de la relación 


a 2 3 (ee 2n 
4 = (1 + 1)? “(> (7) 


y la otra es fácil demostrarla por inducción. Tomando logaritmos en (15) obtenemos 


es un número combinatorio. La desigualdad de más a la 


(16) n log 2 < log(2n)! — 2 log n! < n log 4. 


Pero el teorema 3.14 implica 


logn! = Y a(p)log p 


psn 
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en donde la suma se halla extendida a todos los primos y «(p) es 
Coe 
m=1 LP 
Por lo tanto 
[eer] (ran) fn 
(17) log(2n)! — 2logn!= Y Ð {2 - a Jos p. 
ps2n m=1 p” p” 


Puesto que [2x] — 2[x] es O o 1, el primer miembro de la desigualdad (16) implica 


tn 
Y 1jlogp< Y log2n = n(2n)log 2n. 
ps2n 











nlog2< Y 
ps2n m=1 s2 
Esto nos da 
n log 2 2n log2_ 1 2n 
18 = SS s 
058) man) e log 2n log2n 2 ü 4 log 2n 


puesto que log 2 > 1/2. Para los enteros impares tenemos 
1 2n 1 2n 2n + 1 1 2n+1 

iy Ay a ss ii. -— ooo 

AAA AIM O 


puesto que 2n/(2n + 1) > 2/3. Esto, junto con (18), nos da 
n 


1 
> 6 logn 


para todo n > 2, que prueba la primera desigualdad de (14). 
Para demostrar la otra desigualdad volvemos a (17) y extraemos los términos 


que corresponden a m = 1. Los términos restantes son no negativos por lo que 


tenemos 
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log(2n)! — 2logn! > Y [=] = |” [hos p. 


ps2n 


Para los primos p del intervalo n < p < 2n tenemos [2n/p] — 2[n/p] = 1, o sea 


log(2n)! — 2logn!> Y log p = 9(2n) — Mn). 


n<ps2n 


Por lo tanto, (16) implica 
9(2n) — An) < n log 4. 


En particular, si n es una potencia de 2, obtenemos 


9(2"* 1) — 9(2") < X log 4 = 2'*! log 2. 


Si sumamos para r = Q, 1, 2, ..., k, la suma del primer miembro se reduce, obte- 
niéndose 


WMA ERA 


Ahora elegimos k de forma que 2* < n < 2*+1 y obtenemos 
9n) < 9Q*+*1) < 2**? log 2 < 4n log 2. 


Pero, si 0< «< 1, tenemos 


(n(n) — r(n)ogn*< Y log p< Xn) < 4n log 2, 
2<psn 


por lo tanto 











= ie. 


n (E log2 log :) 
+ 

log n a n 
Ahora, sic >0 y x > 1, la función f(x) = x~* log x álcanza su máximo en x = el", 
o sea que n“logn < 1/(ce) para n= 1. Si tomamos « = 2/3 en la última des- 
igualdad relativa a x(n) obtenemos 
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n 3 n 


O 


Esto termina la demostración. 


El teorema 4.6 sirve para obtener cotas superiores e inferiores del tamaño del 
n-ésimo número primo. 


Teorema 4.7 Para n > 1 el n-ésimo primo p, satisface las desigualdades 
1 12 
(19) gr” logn < p, < 12 nlogn + nlog- }. 


DEMOSTRACIÓN. Si k = p, entonces k > 2 y n = a(k). De (14) obtenemos 


k p 
1026 h 
ii log k ET Pn 





luego 


1 1 
Pn > ¿nlog Pa > zn logn. 


Esto nos proporciona la cota inferior de (19). 
Para obtener la cota superior utilizamos nuevamente (14) para escribir 


1 k 1: Pa 
pose HD 6logk 6log p,’ 
de donde se obtiene 
(20) Pn < 6n log p,. 


Puesto que log x < (2/e)|/ x si x > 1 tenemos log pa < (2/e) / Pa, por lo que (20) 
implica 


12 
Pn < — n. 
e 
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Por consiguiente 


Lii < log n + lo a 
2 8 Pn g g e 
que, substituido en (20), nos da 
12 
Pn < 6n| 2 logn + 2 log — |. 
e 


Esto demuestra la acotación superior de (19). O 


Nota. La cota superior de (19) prueba una vez más que la serie 


Ma 


1 
1 Pn 


i 


n 


diverge, comparándola con 3%, 1/(n log n). 


4.6 TEOREMA TAUBERIANO DE SHAPIRO 


Hemos demostrado que el teorema del número primo es equivalente a la fórmula 
asintótica 


1 
(21) = Y A(n)~ 1 cuando x > oo, 


nsx 


En el teorema 3.15 hemos obtenido una fórmula asintótica asociada, 


(22) > nin | = x log x — x + O(log x). 


nsx 


Las sumas de (21) y (22) son medias ponderadas de la función A(n). Cada tér- 
mino A(n) se halla multiplicado por un factor de peso 1/x en (21) y por [x/n] en (22). 

Los teoremas que relacionan diferentes medias ponderadas de una misma fun- 
ción se llaman teoremas tauberianos. A continuación discutiremos un teorema taube- 
riano demostrado en 1950 por H. N. Shapiro [64]. Relaciona sumas de la forma 
Dn<x a(n) con sumas de la forma >,<, a(n) [x/n] para a(n) no negativo. 
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Teorema 4.8 Sea {a(n)} una sucesión no negativa tal que 


(23) há an *| = xlog x + O(x) para todo x > 1. 


nsx 
Entonces: 
(a) Para x > 1 tenemos 


y w. log x + O(1). 


nsx 
(Con otras palabras, si borramos los corchetes de (23) obtenemos un resultado 
correcto.) 


(b) Existe una constante B >Q tal que 


Y a(n) < Bx Para todo x > 1. 


nsx 
(c) Existe una constante A > Q y un xy >0 tales que 
Y a(n) > Ax para todo x > Xy. 


nsx 


DEMOSTRACIÓN. Sean 


Six) = Yan), (x)= 5 an) | 


nsx nsx 


En primer lugar demostraremos (b). Para ello establecemos la desigualdad 


(24) S(x) — s(5) < T(x) - 21(5) 


Escribimos 


ro-n()-¿Ejo-2 5 sf 
-a Eahore 
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Puesto que [2y] — 2[y] es 0 6 1, la primera suma es no negativa, o sea 


Te) - 21(5) = + |= ko = Y a(n) =S(x)- s(3) 


x/2<n<x n x/2<n<x 
Esto prueba (24). Pero (23) implica 


T(x) — 215) = x log x + O(x) — a log5 5 o) = O(x). 


Por lo tanto (24) implica S(x) — S(x/2) = O(x). Lo que asegura la existencia de 
una constante K >0 tal que 


x 
S(x) — s(35) < Kx para todo x > 1. 
Substituimos, sucesivamente, x por x/2, x/4, ... y obtenemos 


(3) di) 
(di) 


etcétera. Observamos que S(x/2") = 0 cuando 2" > x. Sumando estas desigualdades 
obtenemos 
1 


1 
so< Ko 14343400) = 2K 


Esto demuestra (b) con B = 2K. 
Ahora probaremos (a). Escribimos [x/n] = (x/n) + O(1) y obtenemos 


T(x) = 3 [= = z (: ii ott Jan = xD an ihe o( Eat) 


nsx 


=x), a) + 060, 


nsx 
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en virtud de la parte (b). Por lo tanto 
1 
y Et + Of) dog x + O01) 
nex I x 


Esto demuestra (a). 
Finalmente, probaremos (c). Sea 


A(x) = Y 2 


nsx 
Entonces (a) se puede escribir como sigue: 
A(x) = log x + R(x), 


en donde R(x) es el término de error. Puesto que R(x) = O(1) tenemos | R(x)| < M 
para un cierto M > 0. 

Elegimos « que satisfaga 0 < «< 1 (en un cierto momento especificaremos « 
más exactamente) y consideramos la diferencia 


y M_y a) y abr) 


ax<nsx n nsx n nsax n 


A(x) — A(ax) = 


Si x => 1 y «x = 1 podemos aplicar la fórmula asintótica relativa a A(x) y es- 
cribir 

log x + R(x) — (log ax + R(ax)) 

—log a + R(x) — R(ax) 

—log « — |R(x)| — |R(ax)| > —loga — 2M. 


A(x) — A(ax) 


IV 


Ahora elegimos « tal que — log « — 2M = 1. Esto requiere que log « = — 2M — 1, 
o « = e?™-1, Obsérvese que 0 < «< 1. Para este «, tenemos la desigualdad 


A(x) — A(ax) > 1 si x= l/a. 
Pero 


Ax) - Aax)= y o yam= 2. 


ax<n<x QM n<x ax 
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Luego 


Six) >1 six lje 


ax 


Por consiguiente S(x) > «x si x > 1/«, que prueba (c) con A =ayx=I1/e O 


4.7 APLICACIONES DEL TEOREMA DE SHAPIRO 


La ecuación (22) implica 


nsx 


y VH = x log x + O(x). 
Puesto que A(n) > 0 podemos aplicar el teorema de Shapiro con a(n) = A(n) para 
obtener: 


Teorema 4.9 Para todo x = 1 tenemos 


- (25) y Am = log x + O(1). 


nsx 
Por consiguiente, existen dos constantes positivas c, y Ca tales que 


y(x) < cx para todo x = 1 


w(x) > cx para todo x suficientemente grande. 


A partir de la fórmula asintótica demostrada en el teorema 3.16 


Dy |= os p =x log x + O(x) 


psx 


podemos obtener otra aplicación. Dicha fórmula asintótica se puede escribir en 
la forma 
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(26) y% MOH = x log x + O(x), 


nsx 


en donde A, es la función definida como sigue: 


EETA logp si n es un primo p, 
2) = 10 en otro caso. 


Puesto que A,(n) > 0, la ecuación (26) prueba que se satisfacen las hipótesis del 
teorema de Shapiro con a(n) = A,(n). Puesto que 9(x) = >,<x A(n), la parte (a) 
del teorema de Shapiro nos proporciona la siguiente fórmula asintótica. 


Teorema 4.10 Para todo x > 1 tenemos 


(27) y “EE = log x + O(1). 


psx 


Por consiguiente, existen dos constantes positivas c, y cz tales que 


Mx) < cx para todo x > 1 


(x) > cx para todo x suficientemente grande. 


En el teorema 3.11 hemos demostrado que 


Erol] 2A) 


para toda función aritmética f(n) con sumas parciales F(x) = >, <,f(m). Dado que 
W(x) = nez MM y Ax) = Saez A(n) resulta que las fórmulas asintóticas de (22) 
y (26) se pueden expresar directamente en términos de y(x) y (x). Vamos a esta- 
blecerlo como teorema formal. 


Teorema 4.11 Para todo x > 1 tenemos 


(28) y (2) = x log x — x + O(log x) 


nsx 
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y ož) = x log x + O(x). 
nsx AM 


y 


4.8 UNA FÓRMULA ASINTÓTICA PARA LAS SUMAS PARCIALES 


rs (UP) 


En el capítulo 1 veíamos que la serie > (1/p) diverge. Ahora obtenemos una 
fórmula asintótica para sus sumas parciales. El resultado es una aplicación del 
teorema 4.10, ecuación (27). 


Teorema 4.12 Existe una constante A tal que 


psx 


(29) py l= = loglogx + A + ds ax) para todo x > 2. 


DEMOSTRACION. Sea 


lo 
A(x) = y 10g P 
psx p 
y sea 
si n es primo, 
a(n) = fi en otro caso. 
Entonces 


ni ya y A(x)= y hog n 


psxP nsx nsx 


Por consiguiente, si en el teorema 4.2 hacemos f(t) = 1/log t, obtenemos, ya que 
A(t) =0 para t< 2, 





i A(x) f A(t) 
= 2. aias + 


(30) sp logx J, tlog*t 
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De (27) tenemos A(x) = log x + R(x), en donde R(x) = O(1). Utilizando este 
resultado en el segundo miembro de (30) obtenemos 











1 logx + O(1) * log t + R(t) 
2-= + 2 
pend log x 2 tlog*t 
31 1 x x 
en ET E +Í = +Í RO a 
log x 2 tlogt 2 tlog*t 
Ahora bien 
= di 
[ flog? = log log x — log log 2 
y 








= RO des f 2 R(t) f R(t) 
fogt = ' Hoge” L Tp 


en donde la existencia de la integral impropia está asegurada por la condición 
R(t) = 0(1). Pero 


> Rit) = ix dt e 1 
f t log? qe o( x t log? , j A -) 


Luego la ecuación (31) se puede escribir como sigue: 





1 * R(t) 1 
Sa == —_ 0 ; 
Y A log log x + 1 — log log 2 + L EN dt + € -) 


psx 


Esto demuestra el teorema con 





Rit) dt. O 


A=1-loglog2 + f log? t 


4.9 LAS SUMAS PARCIALES DE LA FUNCION DE MOBIUS 


Definición. Si x > 1 definimos 
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M(x) = E p(n). 


nsx 


El orden exacto de magnitud de M(x) se desconoce. Evidencias numéricas su- 
gieren que 


|M(x) 





<x aSk 


pero esta desigualdad, conocida como conjetura de Mertens, no ha sido demos- 
trada ni desmentida. El mejor O-resultado obtenido hasta el momento es 


M(x) = O(xó(x)) 


en donde 6(x) = exp {— A log?” x(log log x)5) para una cierta constante posi- 
tiva A. (En Walfisz [75] se da una demostración.) 
En esta sección probaremos que la proposición débil 


tim 40 


xo 


0 


es equivalente al teorema del número primo. En primer lugar relacionaremos M(x) 
con otra media ponderada de s(n). 


Definición. Si x > 1 definimos 


H(x) = > u(n)log n. 


nsx 


El teorema que sigue prueba que el comportamiento de M(x)/x se halla deter- 
minado por el de H(x)/(x log x). 


Teorema 4.13 Tenemos 








M(x) _ H() ) 


Xx x log x 


(32) lim ( 


xc 


DEMOSTRACIÓN. Si hacemos f(t) = log £ en el teorema 4.2 obtenemos 
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H(x) = Y uín)log n = M(x)log x — IN Mo dt. 
1 


nsx 


Luego, si x > 1, tenemos 


E A A 
lod) E >“ 


Por consiguiente para demostrar el teorema debemos establecer que 


(33) lim HO a == (), 
so X lóg x Ji t 





Pero disponemos de la estimación trivial M(x) = O(x), luego 


[> dt = of f'a) = O(x), 


de donde se obtiene (33), y por lo tanto (32). O 


Teorema 4.14 El teorema del número primo implica 


lim me 0. 


x 0 


DEMOSTRACIÓN. Utilizamos el teorema del número primo en la forma p(x) ~ x 
y vemos que H(x)/(x log x) =- 0 cuando x —- oo. A este fin estableceremos la iden- 
tidad 


(34) —H(x) = — Y umlogn= Y umi) 
nsx nsx 


Para probar (34) empezamos con el teorema 2.11 que establece 


A(n) = — 2 u(d)log d 


Algunos teoremas elementales 117 


y aplicamos la inversión de Möbius para obtener 


—p(n)logn = Y uar() 
d|n 


Si sumamos con respecto a n < x y usamos el teorema 3.10 con f = u, g = A, obte- 
nemos (34). 
Puesto que y(x) ~ x, dado un e > 0, existe una constante A > 0 tal que 


Mx) 


z -1|<: siempre que x > A. 





Por consiguiente, 
(35) |y(x) — x| <ex siempre que x > A. 


Elegimos x > A y descomponemos la suma de la derecha de (34) en dos partes, 
Et a 
nsy ysnsx 


en donde y = [x/A]. En la primera suma tenemos n < y o sea n < x/A, y por lo 
tanto x/n = A. Por consiguiente podemos utilizar (35) para escribir 





Entonces, 
y oe *) = y sf + Te *)- z) 
nsy nsy n 
=x5 4 Sun (v() -*) 
n<y nsy n 
oO sea 





ga 


nsy 


M+ Y ly 


nsy 











Mi) a 


Zuow(*)| <x 
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x 
<x+eY —<x + ex(1 + log y) 


nsy 


<x + ex + ex log x. 


En la segunda suma tenemos y < n < x o sean > y + 1. Por tanto 





is = <A 
n` y+1 
puesto que 
yee pe i 
Ac) 


La desigualdad (x/n) < A implica y(x/n) < y(4). Por consiguiente la segunda suma 
está dominada por xy(4). Por consiguiente la suma entera de (34) está dominada por 


(1 + €)x + ex log x + xy(4) < (2 + W(A))x + ex log x 
si < 1. Con otras palabras, dado un e tal que 0 < € < 1, tenemos 
| H(x)| < (2 + W(A))x + exlogx six > A, 
luego 


|H(x)| _ 2 + WA) 
< -— 
x log x log x 








Ahora elegimos B > A de manera que x > B implica (2 + y(4)/log x < e. Entonces 
para x > B tenemos 


¡HCL 3 
x log x 


que demuestra que H(x)/(x log x) =- 0 cuando x — oo, O 


Volvemos al recíproco del teorema 4.14 y probamos que la relación 
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(36) mt. 


x>00 


0 


implica el teorema del número primo. En primer lugar introducimos la notación 
de la «o minúscula». 


Definición. La notación 


f(x) =0(g(x)) cuando x —- co (léase: f(x) es o minúscula de g(x)) 
significa que 
f(x) _ 


lim —- = 0. 
x>00 g(x) 


Una ecuación de la forma 
f(x) = h(x) + o(g(x)) cuando x —- oo 


significa que f(x) — A(x) = o(g(x)) cuando x —- oo, 
Asi pues, (36) establece que 


M(x) = o(x) cuando x > oo, 


y el teorema del número primo, expresado en la forma y(x) ~ x,se puede escribir 
también en la forma 


yx) = x + o(x) cuando x > oo, 
Con más generalidad, una relación asintótica 
T(x) ~ a(x) cuando x > oo 


es equivalente a 
f(x) = g(x) + o(g(x)) cuando x > oo, 
Observemos también que f(x) = O(1) implica f(x) = o(x) cuando x > co. 
Teorema 4.15 La relación 


(37) M(x) = o(x) cuando x > œ 


implica w(x) ~x cuando x => oo. 
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DEMOSTRACIÓN. En primer lugar expresamos y(x) por medio de una fórmula 
del tipo 


(38) U(x) = x — 2 H(d) f(q) + O(1) 


ge, 


y entonces utilizamos (37) para demostrar que la suma es o(x) cuando x => oo, 
La función f de (38) viene dada por 


f(n) = a(n) — log n — 2C, 


en donde C es la constante de Euler y oy(n) = d(n) es el número de divisores de n. 
Para obtener (38) partimos de las identidades 


[x] = 21, W(x) = 2 An), l= Y H 


y expresamos cada sumando como un producto de Dirichlet que contiene la fun- 
ción de Möbius, 


l=}, uo), ile iza r. H = Y ud). 
din d din d n 


$ 
EU sac] 


A AE 3)- log = - ach 
nsx din 
2 H(d){o0(q) — log q — 2C} 


i 


-5 (d) f(a). 


is 


Entonces 


[x] — W(x) — 


Esto implica (38). Por consiguiente la demostración del teorema quedará establecida 
si demostramos que 
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(39) 2 H(d)f (q) = o(x) cuando x > oo. 
q 


qdsx 


A este fin utilizamos el teorema 3.17 para escribir 


(40) È vd) f(g) = E uE (?) + ES mm(ž) — F(a)M(b) 
ai nsb n nsa n 
en donde a y b son números positivos tales que ab = x y 


F(x) = Y fín). 


nsx 


A continuación probaremos que F(x) = O(y x) utilizando la fórmula de Dirichlet 
(teorema 3.3) 


Y gon) = x log x + (2C — 1)x + O(/x) 


nsx 
junto con la relación 


Y logn = log[x]! = x log x — x + O(log x). 


nsx 


Esto nos proporciona 


F(x) = Y con) — Y logn — 2C Y 1 
nsx 


nsx nsx 

= x log x + (2C — 1)x + O(Y/x) — (x log x — x + O(log x)) 
—2Cx + O(1) 

= O(,/x) + O(log x) + O(1) = O(,/x). 


Por consiguiente existe una constante B > 0 tal que 


|F(x)| < BY x para todo x > 1. 
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Utilizando este resultado en la primera suma de la derecha de (40) obtenemos 


x Ax 
wo [pelar wet 


para una constante A > B>0. 
Sea ahora un e > 0 arbitrario y elijamos un a > 1 tal que 


E 
Ya 


Entonces (41) conduce a 





(42) 


Est ) < ex 
nsb 


para todo x > 1. Obsérvese que a depende de e pero no depende de x. 
Puesto que M(x) = O(x) cuando x —> co, para el mismo e existe un c > 0 (que 
únicamente depende de e) tal que 
M 
x > c implica IMG < a 
x K 


en donde K es un cierto número positivo. (Seguidamente precisaremos K.) La segunda 
suma de la derecha de (40) satisface 





(43) 





nsa 


si suponemos que, para todo n < a, x/n > c. Por consiguiente (43) se verifica si 
x > ac. Ahora tomamos 


y Lol, 


n 


K.= 


nsa 


Entonces (43) implica 


(44) 





y fiom (=)| <ex en el supuesto de que x > ac. 


n<a 
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El último término de la derecha de (40) se halla dominado por 


|F(a)M(b)| < A\/a|M(b)| < A\/ab < e /b./ab = e /xb < ex 


en el supuesto de que | x > a, o x > a?. Combinando esto con (44) y (42) vemos 
que (40) implica 


| 2 ud) f (| < 3ex 


qd<x 


en el supuesto de que x > a? y x > ac, en donde a y c únicamente dependen de e. 
Esto prueba (39). o 


Teorema 4.16 Si 


nsx 
la relación 
(45) A(x) =0(1) cuando x > co 


implica el teorema del número primo. Con otras palabras, el teorema del número primo 
es una consecuencia de la afirmación que establece que la serie 


y yín) 
n=1 A 
converge y tiene suma 0. 


Nota. Podemos demostrar asimismo (ver [3]) que el teorema del número 
primo implica la convergencia de esta serie hacia 0, o sea (45) realmente equivale 
al teorema del número primo. 


DEMOSTRACIÓN. Probaremos que (45) implica M(x) = o(x). Por la identidad de 
Abel tenemos 


M(x) = Y un) = Y an) n = xA(x) — [40 dt, 


nsx nsx 
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o sea 
An A(x) == 3) “A(t) dt. 


Por consiguiente, para completar la demostración basta probar que 


x0 


(46) tim 2 [apt = 
1 


Ahora bien, dado e > 0 existe un c (que únicamente depende de e) tal que | A(x)| < e 
si x > c. Puesto que |A(x)| < 1 para todo x > 1 tenemos 














f i” 1 fe = 
E fa ae] s|2 ama + E [ana |< pa a 
X yy X Ji x 
Si hacemos que x — co obtenemos 
‘ fea 
lim sup | — Í A(t) dt} < € 
x> o X Ji 
y dado que e es arbitrario resulta (46). O 


4.10 BREVE ESBOZO DE UNA DEMOSTRACIÓN ELEMENTAL 
DEL TEOREMA DEL NÚMERO PRIMO 


En esta sección se da un esbozo de una demostración elemental del teorema 
del número primo. Para completar detalles puede recurrirse a [31] oa [46]. El meollo 
de esta demostración lo constituye una fórmula asintótica de Selberg que establece que 


Wx)log x + E ainw(*) = 2x log x + O(x). 


La demostración de la fórmula de Selberg es relativamente simple y se da en la 
sección que sigue. Esta sección perfila los pasos principales utilizados para deducir 
de la fórmula de Selberg el teorema del número primo. 

En primer lugar, la fórmula de Selberg se expresa en una forma mucho más 
conveniente que contiene a la función 
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a(x) = e” *W(e*) — 1. 


La fórmula de Selberg implica una desigualdad integral de la forma 


(47) |o(x)|x? < 2 f fi du dy + O(x), 


y el teorema del número primo equivale a demostrar que o(x) > 0 cuando x > oo, 
Por consiguiente, si hacemos 


C = lim sup|o(x)|, 


xa 


el teorema del número primo equivale a demostrar que C = 0. Se demuestra su- 
poniendo que C>0 y se obtiene, como sigue, una contradicción. En virtud de 
la definición de C tenemos 


(48) |o(x)| < C + g(x), 


en donde g(x) >0 cuando x > co, Si C > 0, esta desigualdad junto con (47) nos 
proporciona otra desigualdad del mismo tipo, 


(49) |o(x)| < C' + h(x), 


en donde 0< C’< C y h(x) >0 cuando x —> oo, La deducción de (49) a partir 
de (47) y (48) es la parte más larga de la demostración. Si en (49) hacemos que 
x > co obtenemos que C < C’, y esta contradicción establece el teorema. 


4.11 FÓRMULA ASINTÓTICA DE SELBERG 
Deduciremos la fórmula de Selberg utilizando un método dado por Tatuzawa 
e Iseki [68] en 1951. Se basa en el teorema que sigue que tiene la naturaleza de 


una fórmula de inversión. 


Teorema 4.17 Sea F una función a valores reales —o complejos— definida en 
(0, œ), y sea 
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G(x) = log x Y r(*). 


Entonces 


nsx 


F(x)logx + Y (žao = Y ua) 
n, dsx d 


DEMOSTRACIÓN. Primero escribiremos F(x)log x como una suma, 


F(x)logx = Y [7 pE) 


y luego utilizaremos la identidad del teorema 2.11, 


x x x 
n> Ey jogo 
n 
A(n) = Y uldlog 5 
din 
“para escribir 


BP E Ja = DEE JE uid)log + 4 


Sumando estas ecuaciones obtenemos 


F(x)logx + Y He Nm) = y He 33 mato + log n 


nsx nsx 


=F E Jaton. 


n<x din 


En la última suma escribimos n = qd a fin de obtener 


>, mie Janos% = Entalos 7 LA Hz, =) - Exa) 


n<x din asx/d 
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que establece la demostración del teorema. O 
Teorema 4.18 Fórmula asintótica de Selberg. Para x > 0 tenemos 
Yix)logx + Y Ao ) = 2x log x + O(x). 
nsx 
DEMOSTRACIÓN. Aplicamos el teorema 4.17 a la función F,(x) = y(x) y tam- 


bién a F(x) = x — C — 1, en donde C es la constante de Euler. En correspon- 
dencia con F, tenemos 


G,(x) = log x Y JE ) = x log? x — x log x + O(log? x), 


nsx 


en donde hemos utilizado el teorema 4.11. En correspondencia con F, tenemos 


G(x) log x E FA: ) = tog x 3 (2-c- 1) 


nsx nsx 


xlogx Y ~~ (C+ 1)log x Y 1 


n<xQM nsx 


x log (ig x+C+ o(+)) — (C + 1log x(x + O(1)) 


ll 


= x log? x — x log x + O(log x). 


Comparando las fórmulas relativas a G,(x) y a G,(x) vemos que G,(x) — G(x) = 
= O(log? x). De hecho, únicamente utilizaremos la estimación débil 


G(x) — G(x) = O(/x). 


Ahora aplicamos el teorema 4.17 a cada una de las funciones F, y F, y restamos 
las dos relaciones así obtenidas. La diferencia de los dos primeros miembros es 


zelel) -j-e 
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en virtud del teorema 3.2(b). Por consiguiente la diferencia de los dos segundos 
miembros es también O(x). Con otras palabras, tenemos 


(Y) — (x — C- 1)logx + Y {v(2) = (: e 1) bao = 0(x). 


nsx 


Reordenando términos y utilizando el teorema 4.9 resulta 


Wx\logx + Y TANG = (x — C- 1log x 


nsx 


nsx 


4 Y (: Es i)a + O(x) 


= 2x log x + O(x). O 


Ejercicio del capítulo 4 


1. Sea S = (1, 5, 9, 13, 17,...} el conjunto de todos los enteros positivos de la forma 4n + 1. 
Un elemento p de S se llama un S-primo si p > 1 y si los únicos divisores de p, que pertenecen 
a S son 1 y p. (Por ejemplo, 49 es un S-primo.) Un elemento n > 1 de S que no es S-primo 
se llama S-compuesto. 
(a) Probar que cada S-compuesto es producto de S-primos. 
(b) Buscar el menor S-compuesto que se puede escribir de varias formas como producto de 

S-primos. 

Este ejemplo demuestra que en S no se verifica la unicidad de la descomposición. 

2. Consideremos el siguiente conjunto finito de enteros: 


T= (1,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29}. 


(a) Cada primo p del intervalo 30 < p < 100 determina un par de enteros m, n en donde 
m>=0 y neT, tal que p = 30m + n. 
(b) Demostrar la proposición que sigue o dar un contraejemplo: 
Cada primo p > 5 se puede expresar en la forma 30m + n, en donde m > 0 y ne T. 
3. Sea f(x) = x. + x + 41. Buscar el menor entero x > 0 para el que f(x) es compuesto. 
4. Sea f(x) = a + ax +...+ anx” un polinomio con coeficientes enteros, tal que a, > 0 y 
n > 1. Probar que f(x) es compuesto para una infinidad de enteros x. 
5. Probar que, para cada n > 1, existen n números compuestos consecutivos. 
6. Probar que no existen polinomios P y Q tales que 
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PG) 
Q(x) 


n(x) = para x =1,2,3,... 


7. Sea a, < a <... <an < x un conjunto de enteros positivos tales que ningún a; divida al 
producto de los otros. Probar que n< x(x). 

8. Calcular la mayor potencia de 10 que divide a 1000! 

9. Dada una progresión aritmética de enteros 


hh=k,h+2k,...,h+nk,..., 


en donde 0 < k < 2000. Si h + nk es primo para n = t, t + 1,...,t +r, probar que r< 9. 
Con otras palabras, en esta progresión sólo son primos a lo sumo 10 términos consecutivos. 
10. Si s, designa la suma parcial n-ésima de la serie 


5i 1 


Arr + 1) 


probar que cada entero k > 1 existen enteros m y n tales que Sm — Sn = 1/k. 
11. Si s, designa la suma de los n primeros primos, probar que, para cada n, existe un entero cuyo 
cuadrado se halla entre Sn Y sp. 


Probar cada una de las afirmaciones contenidas en los ejercicios 12 al 16. En 
este grupo de ejercicios puede utilizarse el teorema del número primo. 


12. Sia>0 y b>0, entonces x(ax)/2(bx) ~ a/b cuando x— oo, 

13. Si 0 <a < b, existe un x, tal que alax) < (bx) si x > xo. 

14. Si 0 <a < b, existe un x, tal que para x => xp existe un primo, por lo menos, entre ax y bx. 

15. Cada intervalo [a, b] con 0 < a < b contiene un número racional de la forma p/q, en donde 
p y q son primos. 

16. (a) Dado un entero positivo n existe un entero positivo k y un primo p tal que 10*, <p < 


10*(n + 1). 
(b) Dados m enteros a;,..., Am tales que 0< a< 9 para i = 1, 2,..., m, existe un primo p 
cuya expresión decimal tiene a a;,,..., @m como m primeros dígitos. 


17. Se da un entero n > 1 con dos descomposiciones n = I z=, pi y n = I f- qi, en donde los p; 
son primos (no necesariamente distintos) y los q; son enteros arbitrarios > 1. Sea « un número 
real no negativo. 

(a) Si a > 1 probar que 


(b) Obtener una desigualdad que corresponda a la anterior y que relacione tales sumas en el 
caso de que 0< a <1. 
18. Probar que las dos relaciones que siguen son equivalentes: 
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x x 
log x * dis -) 
(b) Wx) = x + di) 
log x 


19. Si x > 2, sea 





(a) n(x) = 


Li(x) = Í at (la integral logaritmica de x). 
2 logt 


(a) Probar que 


* dt 2 


L a. SENE -a 
ai ma 2 log?t log2’ 


y que, en general, 


x net 
Li(x) = —— 1+ Y La 
(+) al i 2 iog ez) +" Et Cn» 


en donde Cp es independiente de x. 


(b) Si x > 2 probar que 
š EN -= (5) 
2 log” t log” x 


20. Sea f una función aritmética tal que 


Y fíplog p = (ax + bllog x + cx + O(1) para x > 2. 


psx 


Probar que existe una constante A (que depende de f) tal que, si x > 2, 


= * dt 1 
Y fp) = ax + (a + A z +f mi a) + b log(log x) + A + (mn -) 


psx 


21. Se dan dos funciones con valores reales S(x) y T(x) tales que 


T(x) = Ef ) para todo x > 1. 


nsx 
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Si S(x) = O(x) y, si c es una constante positiva, probar que la relación 
S(x) ~ cx cuando x— œ 
implica 
T(x) ~ cxlogx cuando x= œ. 


22. Probar que la fórmula de Selberg, tal como se expresa en el teorema 4.18, es equivalente a cada 
una de las relaciones que siguen: 


(a) W(xjlogx + Y (= \os p = 2x bon + O(x). 
psx 

(b) Axlogx + Y 1(® ie p = 2x log x + O(x). 
psx 


23. Sea M(x) = Dn<x H(m). Probar que 


M(x)log x + Y m(ja» = 0(x) 


nsx 
y que 


M(x)logx + Y m(2)os p = O(x). 


psx 


[Indicación: Teorema 4.17.] 


24. Si A(x) está definida para todo x > Q y si suponemos que 


T(x) = 54°) = ax log x + bx + ¡eS cuando x> 00, 


en donde a y b son constantes, probar que 


A(x)logx + Y aE) = 2ax log x + o(x log x) cuando x> ©. 


nsx 


Verificar que la fórmula de Selberg del teorema 4.18 es un caso especial. 
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25. Probar que el teorema del número primo en la forma w(x) ~ x implica la fórmula asintótica 
de Selberg del teorema 4.18 con un término de error o(x log x) cuando x—> co, 

26. En 1851 Chebyshev demostró que, si y(x)/x tiene límite cuando x— co entonces este límite 
es igual a 1. Este ejercicio esboza una demostración simple basada en la fórmula 


(50) y (*) = x log x + O(x) 


nsx 


que se sigue del teorema 4.11. 
(a) Sea ô = lim sup (y(x)/x). Dado un £ > 0, elegimos un N = N (e) tal que x > N implique y(x)< 
x>00 
< (0 + £)x. Descomponer la suma de (50) en dos partes, una con n< x/N, la otra con 
n > x/N, y estimar cada parte a fin de obtener la desigualdad 


5 (2) < (6 + hx log x + xV(N). 


nsx 


Comparando este resultado con (50), deducir que 6 > 1. 
(b) Sea y = lim inf (y(x)/x) y utilicense un argumento análogo al utilizado en (a) para de- 


x+00 


ducir que y < 1. Por consiguiente, si y(x)/x tiene límite cuando x—> oo, entonces y = ô = 1. 


En los ejercicios que van del 27 al 30, sea A(x) = >2n<x a(n), en donde a(n) 
satisface 


(51) a(n) > 0 para todo n > 1, 

y 

(52) y A(~ = Y a(n)| E =axlogx + bx + of HE cuando x — oo- 
nsx n nsx n á log x 

Cuando a(n) = A(n), estas relaciones se verifican con a = 1 y b = — 1. Los ejer- 


cicios que siguen prueban que (51) y (52), junto con el teorema del número primo, 
w(x) ~ x implica A(x) ~ ax. Compárese este resultado con el teorema 4.8 (teorema 
tauberiano de Shapiro) que únicamente supone (51) y la condición más débil 
Pn<x A(x/n) = ax log x + O(x) y conclúye que Cx < A(x) < Bx para ciertas 
constantes positivas C y B. 


27. Probar que 
x % x 
(a) y (Jam = $ a=)» + J, va + O(x) 
nsx AMM nsyx AM nsvx MM 


y utilizar este resultado para deducir la relación 
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(b) a, l y al? Jan + $ me Jan = 2a + o(1). 


+ log x ps wi 
28. Sea « = lim inf (A(x)/x) y sea ff = lim sup (A(x)/x). 
x>00 x 0 


(a) Elegir un £> 0 y utilizar el hecho de que 


x x x x 


para todo x/t suficientemente grande para deducir, del ejercicio 27(b), que 


b 
a+ +++ >a 


Puesto que e es arbitrario esto implica 


PB a 
a+7+32%. 


[Indicación: Hagamos que x—-co de forma que A(x)/x—-«.] 


(b) Por medio de un argumento análogo, probar que 


B+5+552 


y deducir que « = f} =a. Con otras palabras, A(x) ~ ax cuando x >00, 


29. Tomar a(n) = 1 + u(n) y comprobar que (52) se satisface con a = 1 y b = 2C — 1, en donde C 
es la constante de Euler. Probar que el resultado del ejercicio 28 implica 


fic Y un) = 


x 00 x nsx 
Esto nos proporciona otra demostracién del teorema 4.14. 


30. Suponemos que, en el ejercicio 28, no se admite el teorema del número primo. Admitiremos, 
en substitución, 


yt E, rat Oe. 
x x 


xa x-00 


(a) Demostrar que la argumentación sugerida en el ejercicio 28 conduce a las desigualdades 


B a 
atty 2%, Ds ¿+7 5% 


(b) De las desigualdades de la parte (a) probar que 
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ay<a<B< aô. 


Este resultado prueba que los límites de indeterminación más ampliamente separados 


lim inf a) lim su Als) 
x Y Pe 


x>w x>w 


se obtienen para a(n) = aA(n), entre todos los números a(n) que satisfacen (51) y (52) con 
a fijo. Por lo tanto para deducir A(x) — ax de (51) y (52) basta tratar únicamente el caso 


especial a(n) = aA(n). 


Capítulo 5 
Congruencias 


5.1 DEFINICIÓN Y PROPIEDADES BÁSICAS 
DE LAS CONGRUENCIAS 


Gauss introdujo una notación notable que simplifica muchos problemas rela- 
tivos a la divisibilidad de los enteros. En este sentido creó una nueva rama de la 
Teoría de números llamada teoría de congruencias, cuyos fundamentos se 
discutirán en ese capítulo. 

Salvo indicación expresa, las letras latinas y griegas minúsculas designarán 
enteros (positivos, negativos, o cero). 


Definición. Dados enteros a, b, m con m> 0, decimos que a es congruente 
con b módulo m, y escribimos 


(1) a = b (mod m), 
si m divide la diferencia a — b. El número m se llama módulo de la congruencia. 


En otras palabras, la congruencia (1) es equivalente a la relación de divisibilidad 
m|(a — b). 


En particular, a = 0 (mod m) si, y sólo si, m|a. Por lo tanto a = b (mod m) 
si, y sólo si, a — b = 0 (mod m). Si m4 (a — b) escribimos a = b (mod m) y de- 
cimos que a y b son incongruentes mod m. 
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EJEMPLOS 


1. 19 =7 (mod 12), 1 = — 1 (mod 2), 32 = — 1 (mod 5). 

2. n es par si, y sólo si, n =0 (mod 2). 

3. n es impar si, y sólo si, n = 1 (mod 2). 

4. a=b (mod 1) para cada a y b. 

5. Si a =b (mod m) entonces a = b (mod d) cuando d|m, d> 0. 


El símbolo de congruencia = fue elegido por Gauss para sugerir una analogía 
con el signo de igualdad =. Los dos teoremas que siguen prueban que las con- 
gruencias poseen de hecho muchas de las propiedades formales de las ecuaciones. 


Teorema 5.1 La congruencia es una relación de equivalencia. Esto es, tenemos: 


(a) a =a (mod m) (reflexividad) 
(b) a =b (mod m) implica b =a (mod m) (simetría) 
(c) a =b (mod m) y b =c (mod m) 

implica a = c (mod m) (transitividad). 


DEMOSTRACIÓN. La demostración sigue inmediatamente de las siguientes pro- 
piedades de divisibilidad: 


(a) m0. 
(b) Si m|(a — b) entonces m|(b — a). 
(c) Si m|(a — b) y m\(b — c) entonces m|(a — b) + (b — c) = mja — c. o 


Teorema 5.2 Si a= b (mod m) y « = f (mod m), entonces tenemos: 


ax + ay = bx + fy (mod m) para todo entero x e y. 

(b) ax = bf (mod m). 

(c) a” = b” (mod m) para cada entero positivo n. 

(d) f(a) = f(b) (mod m) para cada polinomio f con coeficientes enteros. 


DEMOSTRACIÓN. (a) Dado que m|(a — b) y m|(« — £) tenemos 
m|x(a — b) + y(a — B) = (ax + ay) — (bx + By). 


(b) Obsérvese que ax — bf = ala — b) + b(« — f) = 0 (mod m) por la parte (a). 
(c) Hacemos « = a y $ = b en la parte (b) y utilizamos inducción sobre n. 
(d) Utilizar la parte (c) e inducción sobre el grado de f. O 


El teorema 5.2 nos dice que dos congruencias respecto del mismo módulo se 
pueden sumar, restar o multiplicar, miembro a miembro, como si fuesen ecuaciones. 
El mismo resultado es verdadero para un número finito de congruencias respecto 
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del mismo módulo. 
Antes de desarrollar más propiedades de las congruencias damos dos ejemplos 


que ilustran su utilidad. 


EjempLO 1 Regla de divisibilidad por 9. Un entero n > Q es divisible por 9 
si, y sólo si, la suma de los dígitos de su expresión decimal es divisible por 9. Esta 
propiedad se demuestra con facilidad si se usan congruencias. Si los dígitos de n 
en su expresión decimal son dp, 4, ..., Ap, entonces 


n= âo + 10a, + 107a, +»... 10*a,. 
Utilizando el teorema 5.2 tenemos, módulo 9, 
10=1, 10?=1,..., 10* =1 (mod 9) 


o sea 
n= üo +4; A se Bp (mod 9). 


Obsérvese que todas estas congruencias son válidas también módulo 3, luego 
un número es divisible por 3 si, y sólo si, la suma de sus dígitos es divisible por 3. 


EJEMPLO 2 Los números de Fermat F, = 2?” + 1 ya fueron mencionados en 
la introducción histórica. Los cinco primeros son primos: 


Fo=3, F,=5 Fi=17,) F¿=257, y F,=65537. 


Ahora probaremos que F; es divisible por 641 sin calcular explícitamente F;. Para 
ello consideramos la sucesión de potencias 22" módulo 641. Tenemos 


2? =4, 2* = 16, 2° = 256, 2'° = 65 536 = 154 (mod 641), 
o sea 
23? = (154)? = 23716 = 640 = —1 (mod 641). 
Por consiguiente F; = 2% + 1 =0 (mod 641), o sea F, es compuesto. 


Volvemos ahora a las propiedades generales de las congruencias. En general 
no es posible simplificar factores comunes no nulos de ambos miembros de una 
congruencia aun cuando sea posible en las ecuaciones. Por ejemplo, los dos miem- 
bros de la congruencia 


48 = 18 (mod 10) 
son divisibles por 6, pero si simplificamos el factor común 6 obtenemos un resultado 


incorrecto, 8 = 3 (mod 10). El teorema que sigue prueba que un factor común 
se puede simplificar si el módulo es divisible por dicho factor. 
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Teorema 5.3 Si c> 0 entonces 
a =b (mod m) si, y sólo si, ac = bc (mod mc). 


DEMOSTRACIÓN. Tenemos m|(b — a) si, y sólo si, cm|c(b — a). 


El teorema que sigue describe una regla de simplificar válida cuando el módulo 
no sea divisible por el factor común. 


Teorema 5.4 Ley de simplificación. Si ac = bc (mod m) y si d = (m, c), en- 
tonces 
m 
=b d+]. 
a (mo 3) 


En otras palabras, un factor común c se puede simplificar si el módulo se divide por 
d = (m, c). En particular, un factor común que es primo con el módulo se puede sim- 
plificar siempre. 

DEMOSTRACIÓN. Dado que ac = bc (mod m) tenemos 


m|c(a — b) o sea | (a = bi 


Pero (m/d, c(d) =1 y por lo tanto m/d|(a — b). O 
Teorema 5.5 Suponemos que a =b (mod m). Si d|m y dla, entonces d|b. 


DEMOSTRACIÓN. Es suficiente suponer que d > 0. Si d|m entonces a = b (mod m) 
implica a=b (mod d). Pero, si d|a, entonces a=0 (mod d) por lo que b=0 (mod d). O 


Teorema 5.6 Si a=b (mod m) entonces (a, m) = (b, m). Con otras palabras, 
los números que son congruentes módulo m tienen el mismo mcd con m. 


DEMOSTRACIÓN. Sea d = (a, m) y e = (b, m). Entonces d|m y dla, luego d|b; 
por lo tanto dle. Análogamente, e|m, elb, luego eja; por lo tanto eld. Por consi- 
guiente d =e. O 


Teorema 5.7 Si a= b (mod m) y si 0 < |b — a| <m, entonces a =b. 


DEMOSTRACIÓN. Puesto que m|(a — b) tenemos m < |a — b| salvo si a — b = 0. 
O 


Teorema 5.8 Tenemos a = b (mod m) si, y sólo si, a y btienen el mismo resto 
cuando se dividen por m. 
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DEMOSTRACIÓN. Escribimos a = mq + s, b = mQ + R, en donde 0 < r <m 
y 0< R< m. Entonces a—b=r—R (mod m) y 0< |r — R| <m. Ahora 
utilizamos el teorema 5.7. o 


Teorema 5.9 Si a=b (mod m) y a=b (mod n) con (m,n) = 1, entonces 
a=b (mod mn). 


DEMOSTRACIÓN. Puesto que m y n dividen a a — b y (m, n) = 1 también mn 
divide a a — b. | 


5.2 CLASES DE RESTOS Y SISTEMAS COMPLETOS DE RESTOS! 


Definición. Consideremos un módulo fijo m < 0. Designemos por á el con- 
junto de todos los enteros x tales que x = a (mod m) y llamemos a á la clase de 


restos de a módulo m. 
Entonces â consta de todos los enteros de la forma a + mq, q = 0, +1, +2,... 
Las siguientes propiedades de las clases de restos son consecuencia fácil de esta 


definición. 
Teorema 5.10 Para un módulo m dado tenemos: 


(a) â =b si, y sólo si, a=b (mod m). 

(b) Dos enteros x e y pertenecen a la misma clase de restos si, y sólo si x = y 
(mod m). o 

(c) Las m clases de restos 1,2, ...,m son disjuntas y su unión es el conjunto 
de todos los enteros. 


DEMOSTRACIÓN. Las partes (a) y (b) se siguen inmediatamente de la definición. 
Para probar (c) observamos que los números 0, 1,2, ...,m — 1 son incongruen- 
tes módulo m (en virtud del teorema 5.7), Por lo tanto, por la parte (b), las clases 


de restos 


e e ten AS 
Oil tl 


son disjuntas. Pero cada entero x pertenece a una de estas clases exactamente puesto 
que x == qm + r en donde 0 < r < m, o sea x =r (mod m) y por lo tanto x eP. 
Dado que 0 = m hemos demostrado (c). o 


1 Los sistemas completos de restos se denominarán también «sistemas residuales completos». 
(N. del T.). 
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Definición. Un conjunto de m representantes, uno de cada una de las clases 
de restos 1,2,...,m se llama sistema completo de restos módulo m. 


EJEMPLOS Todo conjunto formado de m enteros, incongruentes mod m, es un 
sistema completo de restos mod m. Por ejemplo, 


nes 20,1. Lisa — 1 


(1, m + 2,2m + 3,3m + 4,...,m?). 


Teorema 5.11 Suponemos (k, m) =1. Si {a,, ..., am) es un sistema completo 
de restos módulo m, también lo es {ka,, ..., kam}. ` 


DEMOSTRACIÓN. Si ka, = ka, (mod m) entonces a; = a, (mod m) ya que 


(k, m) = 1. Por consiguiente ningún par de elementos del conjunto {ka,, ..., kam} 
es congruente módulo m. Puesto que en este conjunto existen m elementos, cons- 
tituye un sistema completo de restos. O 


5.3 CONGRUENCIAS LINEALES 


Las congruencias polinómicas se pueden estudiar con éxito de forma análoga 
a como se estudian en Álgebra las ecuaciones polinómicas. Aquí, sin embargo, 
tratamos con polinomios f(x) con coeficientes enteros, por lo que los valores de estos 
polinomios serán enteros cuando x sea entero. Un entero x que satisfaga la con- 
gruencia polinómica 


(2) f(x) = 0 (mod m) 


se llama solución de la congruencia. Además, si x= y (mod m) entonces 
(x) =/0) (mod m) o sea que cada congruencia que tenga una solución tiene una 
infinidad. Por consiguiente, convenimos que las soluciones pertenecientes a la misma 
clase de restos no deben contarse como distintas. Y cuando hablamos del número 
de soluciones de una congruencia del tipo (2) nos referimos al número de soluciones 
incongruentes, esto es, al número de soluciones contenidas en el conjunto (1, 2, ...,m) 
o en algún otro sistema completo de restos módulo m. Por consiguiente cada con- 
gruencia polinómica módulo m tiene a lo sumo » soluciones. 


EJEMPLO 1 La congruencia lineal 2x = 3 (mod 4) carece de solución, puesto 
que 2x — 3 es impar para cada x y, por consiguiente, no puede ser divisible por 4. 
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EJEMPLO 2 La congruencia cuadrática x? = 1 (mod 8) admite exactamente 
cuatro soluciones dadas por x = 1 3, 5, 7 (mod 8). 

La teoria de las congruencias lineales quedara totalmente descrita mediante los 
tres teoremas que siguen. 


Teorema 5.12 Suponemos que (a, m) = 1. Entonces la congruencia lineal 
(3) ax = b (mod m) 


tiene exactamente una solución. 


DEMOSTRACIÓN. Es preciso verificar únicamente los números 1,2, ...,m, ya 
que constituyen un sistema residual completo. Por consiguiente formamos los 
productos a, 2a, ..., ma. Puesto que (a, m) = 1 estos números constituyen tam- 


bién un sistema residual completo. Por lo tanto, sólo uno de estos productos es 
congruente con b módulo m. Esto es, existe un único x que satisface (3). 
O 

Si bien el teorema 5.12 nos dice que la congruencia lineal (3) tiene una solución 
única si (a, m) = 1, no nos dice cómo determinar tal solución a excepción de com- 
probar todos los números de un sistema residual completo. Se conocen métodos 
más expeditivos para determinar la solución; algunos de ellos se discuten más 
adelante en este mismo capítulo. 

Nota. Si (a,m) = 1 la única solución de la congruencia ax = 1 (mod m) se 
llama inverso de a módulo m. Si a’ es el inverso de a, entonces ba’ es la solución 
de (3). 


Teorema 5.13 Suponemos que (a, m) = d. Entonces la congruencia lineal 


(4) ax = b (mod m) 
tiene solución si, y sólo si, d|b. 


DEMOSTRACIÓN. Si existe una solución entonces d|b puesto que d|m y dla. 
Reciprocamente, si d|b la congruencia 


ao? mod” 
da d 


tiene una solución puesto que (a/d, m/d) = 1, y esta solución es también una so- 
lución de (4). O 


Teorema 5.14 Suponemos que (a, m) =d y suponemos que d|b. Entonces la 
congruencia lineal 


(5) ax = b (mod m) 
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tiene exactamente d soluciones módulo m. Vienen dadas por 


m m m 
(6) btt GER A or tt Yo, 


en donde t es la solución única módulo m/d, de la congruencia lineal 


b m 
x= 7 (moa ») 


DEMOSTRACIÓN. Cada solución de (7) es también una solución de (5). Recí- 
procamente, cada solución de (5) satisface (7). Luego los d números escritos en (6) 
son soluciones de (7) y, por lo tanto, de (5). Dos cualesquiera de ellos no son con- 
gruentes módulo m puesto que las relaciones 


(7) 


alIa 


(+15 =t +s" (mod m), con 0<r<d,0<s<d 


implican 
rs = s (mod m), y por lo tanto r =s (mod d). 


Pero 0 < |r — s| < d luego r = s. 

Falta demostrar que (5) no tiene más soluciones que las descritas en (6). Si y 
es una solución de (5) entonces ay = at (mod m) luego y = t (mod m/d). Por lo 
tanto y = t + km/d para un cierto k. Pero k =r (mod d) para un r que verifica 
0 < r< d. Por consiguiente 


kter (mod m) luego y= E+ ro (mod m). 


d 
Por consiguiente y es congruente módulo m con uno de los números descritos en (6). 
Esto termina la demostración. O 


En el capítulo 1 hemos demostrado que el mcd de dos números a y b es una 
combinación lineal de a y de b. Podemos deducir el mismo resultado como conse- 
cuencia del teorema 5.14. 

Teorema 5.15 Si (a,b) = d existen enteros x e y tales que 


(8) ax + by = d. 


DEMOSTRACIÓN. La congruencia lineal ax = d (mod b) tiene una solución. 
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Por lo tanto existe un entero y tal que d — ax = by. Esto nos da ax + by =d 
tal como requeríamos. O 


Nota. Geométricamente, los pares (x, y) que satisfacen (8) son puntos reticu- 
lares que pertenecen a una línea recta. La coordenada x de cada uno de estos puntos 
es una solución de la congruencia ax = d (mod b). 


5.4 SISTEMAS RESIDUALES REDUCIDOS Y EL 
TEOREMA DE EULER/FERMAT 


Definición. Un sistema residual reducido módulo m es todo conjunto de p(m) 
enteros, incongruentes módulo m, cada uno de ellos primo con m. 


Nota. (m) es el valor para m de la indicatriz de Euler, introducida en el ca- 
pítulo 2. 


Teorema 5.16 Si (a,, do, ..., Gy(my} es un sistema residual reducido módulo m 
y si (k, m) = 1, entonces {ka,, kay, ..., Kkazm)) es también un sistema residual re- 
ducido módulo m. 


DEMOSTRACIÓN. Ningún par de números ka; es congruente módulo m. Además, 
puesto que (a, m) = (k, m) = 1, tenemos (ka;,m) = 1 luego cada ka, es primo 
con m. O 


Teorema 5,17 Teorema de Euler-Fermat. Suponemos que (a, m) = 1. Entonces 
tenemos 


a®™ = 1 (mod m). 


DEMOSTRACIÓN. Sea {b,, ba, ..., by(my} un sistema residual reducido módulo m. 
Entonces {ab,, ab,, ..., ab,(m)) es también un sistema residual reducido. Por lo 
tanto el producto de todos los enteros del primer conjunto es congruente con el 
producto de los del segundo conjunto. Por consiguiente 


b, RS bom = av, o. e Dom) (mod m). 


Cada b; es primo con m por lo que se puede simplificar cada b; obteniéndose el 
teorema. o 


Teorema 5.18 Si un primo p no divide a a, entonces 


aP7* = 1 (mod p). 
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DEMOSTRACIÓN. Es un corolario del teorema anterior puesto que p(p) =p — 1. 


Teorema 5.19 Teorema pequeño de Fermat. Para cada entero a y cada primo p 
tenemos 


a” = a (mod p). 


DEMOSTRACIÓN. Si p+a es el teorema 5.18. Si pla entonces tanto a” como a 
son congruentes con 0 mod p. O 


El teorema de Euler-Fermat sirve para calcular las soluciones de una congruen- 
cia lineal. 


Teorema 5.20 Si (a, m) = 1, la solución (única mod m) de la congruencia lineal 


(9) ax = b (mod m) 
viene dada por 
(10) x = ba®™~! (mod m). 
DEMOSTRACIÓN. El número x dado por (10) satisface (9) en virtud del teorema 
de Euler-Fermat. La solución es única mod m puesto que (a, m) = 1. O 


EJEMPLO 1 Resolver la congruencia 5x = 3 (mod 24). 
Solución 
Puesto que (5, 24) = 1 existe una solución única. Utilizando (10) obtenemos 
x =3.524-1 = 3.57 (mod 24) 
puesto que (24) = p(3)p(8) = 2-4. Módulo 24 tenemos 5? = 1, y 


S=aso=l, $325, luego x = 15 (mod 24). 


EJEMPLO 2 Resolver la congruencia 25x = 15 (mod 120). 
Solución 


Puesto que d = (25, 120) = 5 y d|15, la congruencia admite exactamente cinco 
soluciones módulo 120. Para obtenerlas dividimos por 5 y resolvemos la congruen- 
cia 5x = 3 (mod 24). Utilizando el ejemplo 1 y el teorema 5.14 vemos que las cinco 
soluciones vienen dadas por x = 15 + 24k, k =0, 1, 2, 3, 4, o 


x = 15, 39, 63, 87, 111 (mod 120). 
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5.5 CONGRUENCIAS POLINÓMICAS MÓDULO p. 
TEOREMA DE LAGRANGE 


El teorema fundamental del Álgebra establece que, para cada polinomio f de 
grado n > 1, la ecuación f(x) = 0 tiene n soluciones en el cuerpo de los números 
complejos. No existe un resultado directamente análogo a este teorema para con- 
gruencias polinómicas Por ejemplo, vemos que ciertas congruencias lineales carecen 
de soluciones, algunas tienen exactamente una solución, y otras en cambio tienen 
más de una. Luego, incluso en este caso especial, no parece que exista relación sim- 
ple entre el número de soluciones y el grado del polinomio. Sin embargo, para 
congruencias módulo primo tenemos el siguiente teorema de Lagrange. 


Teorema 5.21 (Lagrange). Dado un primo p, sea 
f(x) = co + cix +- + cnx" 


un polinomio de grado n con coeficientes enteros tales que c, # 0 (mod p). Entonces 
la congruencia polinómica 


(11) f(x) = 0 (mod p) 
tiene a lo sumo n soluciones. 


Nota. Este resultado es falso para módulos compuestos. Por ejemplo, la con- 
gruencia cuadrática x? = 1 (mod 8) tiene 4 soluciones. 


DEMOSTRACIÓN. Usamos inducción sobre el grado n de f. Cuando n = 1 la 
congruencia es lineal: 
C¡Xx + Co = (mod p). 


Puesto que c, % 0 (mod p) tenemos (c,, p) = 1 y existe exactamente una solución. 
Entonces suponemos que el teorema es válido para polinomios de grado n — 1. 
Suponemos también que la congruencia (11) tiene n + 1 soluciones no congruentes 
módulo p; es decir 


Xos X1> +++» Xns 


tales que f(x,) = 0 (mod p) para cada k = 0, 1,, ..., n. Llegamos a contradicción. 
Tenemos la identidad algebraica 


fŒ) — fixo) = Y eo” — xo") = (x — xoJg(x) 


r=1 
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en donde g(x) es un polinomio de grado n — 1 con coeficientes enteros y con coe- 
ficiente principal c,. Entonces tenemos 


S) — f(Xo) = (Xx — XoJg(x1) = 0 (mod p), 
puesto que f(x) = (xp) = 0 (mod p). Pero x, — xy Æ 0 (mod p) si k # 0 luego, 
para cada k % 0, debe verificarse g(x,) =0 (mod p). Pero esto significa que la 


congruencia g(x) = 0 (mod p) tiene n soluciones incongruentes módulo p, en con- 
tradicción con nuestra hipótesis de inducción. Así termina la demostración. O 


5.6 APLICACIONES DEL TEOREMA DE LAGRANGE 


Teorema 5.22 Si f(x) = cy + cx +... + cx” es un polinomio de grado n con 
coeficientes enteros y si la congruencia 


f(x) = 0 (mod p) 
tiene mds de n soluciones, en donde p es primo, entonces, cada coeficiente de f es 
divisible por p. 


DEMOSTRACIÓN. Si existe algún coeficiente no divisible por p, sea c, el que 
tiene mayor indice con esta propiedad. Entonces k < n y la congruencia 


Co + cix ++». + x* = 0 (mod p) 


tiene más de k soluciones luego, por el teorema de Lagrange, p|c,, contradicción. O 


Ahora aplicamos el teorema 5.22 a un polinomio particular. 


Teorema 5.23 Para cada primo p todos los coeficientes del polinomio 
f(x) = (x — I(x- 2) (x— p+ 1)— x”! +1 
son divisibles por p. 
DEMOSTRACIÓN. Sea g(x) = (x — 1) (x — 2) ... (x — p + 1). Las raíces de g 
son los números 1, 2, ...,p — 1, puesto que satisfacen la congruencia 
g(x) = 0 (mod p). 


Por el teorema de Euler-Fermat, estos números satisfacen también la congruencia 
h(x) =0 (mod p), donde 
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h(x) = xP"* — 1, 


La diferencia f(x) = g(x) — h(x) tiene grado p — 2 pero la congruencia f(x) =0 
(mod p) tiene p — 1 soluciones, 1, 2, ..., p — 1. Por consiguiente, por el teorema 5.22, 
cada coeficiente de f(x) es divisible por p. O 


Los dos teoremas que siguen se obtienen considerando dos coeficientes particu- 
lares del polinomio f(x) del teorema 5.23. 


Teorema 5.24 Teorema de Wilson. Para todo primo p tenemos 


(p — 1)! = —1 (mod p). 


DEMOSTRACIÓN. El término constante del polinomio f(x) del teorema 5.23 es 
(p-D!+1 O 

Nota. El recíproco del teorema de Wilson también se verifica. Esto es, sin > 1 
y (n — 1)! = — 1 (mod n), entonces n es primo. (Ver ejercicio 5.7.) 


Teorema 5.15 Teorema de Wolstenholme. Para todo primo p > 5 tenemos 


=i ian} 
$ ez = 0 (mod p?). 


k=1 


DEMOSTRACIÓN. La suma en cuestión es la suma de los productos de los nú- 
meros 1, 2,..., p — 1 tomando sólo p —2 cada vez. Esta suma es también igual 


al coeficiente de — x en el polinomio 
g(x) = (x — 1)(x — 2)---(x — p + 1). 

En efecto, g(x) se puede escribir en la forma 

g(x) = xP! — Sx”? + S ¿xP m4 Sp-3X? — Sp-2X + (p — 1)!, 
en donde el coeficiente S, es la k-ésima función elemental simétrica de las raíces, 
esto es, la suma de los productos de los números 1,2,...,p — 1, tomados de k 
en k. El teorema 5.23 prueba que cada uno de los números S}, Sa, ..., Sp- es di- 
visible por p. Pretendemos probar que S,-, es divisible por p?. 


El producto que define g(x) prueba que g(p) = (p — 1)! luego 


p= 1)! =p + — SypP"* +--+ 8, 3p"—3,.2p + (p— DL 
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Simplificando (p — 1)! y reduciendo la ecuación mod p* obtenemos, puesto que p > 5, 
pSp-2 = 0 (mod p°), 


y por lo tanto S,- = 0 (mod p°), como se pretendía. O 
5.7 CONGRUENCIAS LINEALES SIMULTÁNEAS. 
EL TEOREMA DEL RESTO CHINO 
Un sistema de dos o más congruencias lineales no tiene necesariamente solución, 
aunque cada una de las congruencias individuales si tenga solución. Por ejemplo, 
no existe ningún x que satisfaga simultáneamente x = 1 (mod 2) y x =0 (mod 4), 
a pesar de que cada una de ellas, separadamente, tiene solución. En este ejemplo, 
los módulos 2 y 4 no son primos entre sí. Ahora demostraremos que todo sistema 
de dos o más congruencias lineales que, separadamente, admiten solución única 
se puede resolver también simultáneamente si los módulos son dos a dos primos 
entre sí. Empezaremos con un caso especial. 


Teorema 5.26 Teorema del resto chino. Suponemos que m,, ..., m, son enteros 
positivos, primos entre sí, dos a dos: 


(m,m) =1 siigk. 


Sean b,, ..., b, enteros arbitrarios. Entonces el sistema de congruencias 
x = b, (mod m,) 
x = b, (mod m,) 


posee exactamente una solución módulo el producto m, ... m, 


DEMOSTRACIÓN. Sea M =m, ... m,y sea M, = M/m,. Entonces (M,, my) = 1, 
por lo tanto cada M, admite un inverso único M; módulo mą. Sea ahora 


x= b,M,M; + b,M,M, fe y b,M,M}. 


Consideremos cada uno de los términos de esta suma módulo mą. Dado que M, = 0 
(mod m,) si i 4 k tenemos 
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x = b,M,M;,, = b, (mod m,). 
Por lo tanto x satisface cada una de las congruencias del sistema. Es facil probar 
además que el sistema posee una única solución módulo M. En efecto, si x e y 
son dos soluciones del sistema tenemos x = y (mod m,) para cada k y, puesto 
que los m, son, dos a dos primos entre sí, tendremos también x = y (mod M). 
Esto termina la demostración. O 


La extensión que sigue se deduce ahora fácilmente. 


Teorema 5.27 Suponemos que m, ..., m, son primos entre sí, dos a dos. Sean 
bi» ...,b, enteros arbitrarios y a,, ..., a, enteros tales que verifican 


(a, Mm) =1 para k=1,2,...,r. 

Entonces el sistema lineal de congruencias 

a,x = b, (mod m,) 

a,x = b, (mod m,) 
tiene exactamente una solución módulo m,, my... My. 

DEMOSTRACIÓN. Si a, designa el inverso de a, módulo mą, que existe puesto 

' que (a, m) = 1, la congruencia a,x = b, (mod m,) es equivalente a la congruencia 
x = b,a, (mod m,). Ahora aplicamos el teorema 5.26. O 


5.8 APLICACIONES DEL TEOREMA DEL RESTO CHINO 


La primera aplicación se refiere a congruencias polinómicas relativas a módulos 
compuestos. 


Teorema 5.28 Sea fun polinomio con coeficientes enteros positivos M,, Mp, ..., 
m, primos dos a dos, y m = m,m, . . .m,. Entonces la congruencia 


(12) f(x) = 0 (mod m) 


tiene una solución si, y sólo si, cada una de las congruencias 


f(x) = 0 (mod m;) TE dnd 
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admite una solución. Además, si v(m) y v(m;,) designan el número de soluciones de (12) 
y de (13), respectivamente, entonces 


(14) v(m) = v(m,)v(m>) -+ - v(m,). 


DEMOSTRACIÓN. Si f(a) = 0 (mod m) entonces f(a) = 0 (mod m,) para cada i. 
Luego cada solución de (12) es también una solución de (13). 

Recíprocamente, sea a; una solución de (13). Entonces por el teorema del resto 
chino existe un entero a tal que 


a= a (mod m,) para i=1,2,...,7, 
luego 
f(a) = f(a;) = 0 (mod m). 


Puesto que los módulos son primos entre si, dos a dos, tenemos también f(a) = 0 
(mod m). Por consiguiente, si cada una de las congruencias de (13) tiene una solu- 
ción, también la tiene (12) 

Sabemos además por el teorema 5,26 que cada r-pla de soluciones (a,, ..., a,) 
de las congruencias de (13) proporciona un único entero a mod m que satisface (15). 
Cada a, recorre las v(m;,) soluciones de (13), luego el número de enteros a que sa- 
tisfacen (15) y, por ende, (13) es v(m,) ... v(m,). Esto demuestra (14). O 


Nota. Si m admite la descomposición en factores primos 


Ar 


m= p p 


en el teorema 5,28 tomamos m; = pfi y observamos que el problema de resolver 
una congruencia polinómica para un módulo compuesto se reduce a resolverla para 
módulos que son potencias de primos. Más adelante demostraremos que el pro- 
blema se puede reducir en última instancia a congruencias polinómicas relativas a 
módulos primos más un conjunto de congruencias lineales. (Ver sección 5.9.) 


La aplicación del teorema del resto chino que sigue se refiere a los puntos re- 
ticulares visibles desde el origen. (Ver sección 3.8.) 


Teorema 5.29 El conjunto de puntos reticulares del plano visibles desde el origen 
contiene vacíos cuadrados tan grandes como queramos. Esto es, dado un entero k >( 
existe un punto reticular (a, b) tal que ninguno de los puntos reticulares 
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(a+r,b+s), O<r<k0<s<k, 
es visible desde el origen. 

DEMOSTRACIÓN. Sea pj, Po, ..., la sucesión de primos. Dado k > 0 conside- 
ramos la matriz k X k que en su primera fila contiene los k primeros números 
primos, en su segunda fila los k siguientes y así sucesivamente. Sea m; el producto 
de los primos de la /-ésima fila y sea M; el producto de los primos de la i-ésima 


columna. Entonces los números m; son primos entre si, dos a dos, así como los M,. 


Ahora consideremos el conjunto de congruencias 


x = —1 (mod m,) 
x = —2 (mod m) 
x = —k (mod m). 


Este sistema tiene una solución a que es única mod m ... my. Análogamente, el 
sistema 
y= —1 (mod M,) 


= —k (mod M,) 


tiene una solución b que es única mod M,... M, =m, ... My. 
Ahora consideremos el cuadrado cuyos vértices opuestos son (a, b) y (a + k, 
b + k). Todo punto reticular del interior de este cuadrado es de la forma 


(a+r,b +s) en donde 0<r<k,0<s<k, 


y los puntos con r = k o s =k pertenecen a la frontera del cuadrado. Ahora pro- 
baremos que ninguno de estos puntos es visible desde el origen. En efecto, 


= —r (mod m,) y b= —s (mod M,) 


luego el número primo que se halla en la intersección de la fila r y la columna s 
divide a a + r y a b + s. Por lo tanto a + r y b + no son primos entre sí, y por 
consiguiente el punto reticular (a + r, b + s) no es visible desde el origen. O 
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5.9 CONGRUENCIAS POLINÓMICAS RELATIVAS 
A POTENCIAS DE PRIMOS 


El teorema 5.28 muestra que el problema de resolver una congruencia polinómica 
f(x) = 0 (mod m) 


se puede reducir al problema de resolver un sistema de congruencias 
f(x) =0 (mod př)  (¡=1,2,...,r), 


en donde m = pf" ... pi. En esta sección veremos que el problema se puede 
reducir en última instancia a congruencias relativas a módulos primos más un 
cierto conjunto de congruencias lineales. 

Sea f un polinomio con coeficientes enteros, y supongamos que para un cierto 
número primo p y un cierto « > 2 la congruencia 


(16) f(x) = 0 (mod p’) 
tiene una solución x =a, en donde a se ha elegido de forma que pertenezca al 
intervalo 

0 <a <p. 


Esta solución satisface además cada una de las congruencias f(x) = 0 (mod p°) 
para cada $ < «. En particular, a satisface la congruencia 


(17) f(x) = 0 (mod p*”?). 
Ahora dividimos a por p* y escribimos 


(18) a = qp"! + r, donde 0 < r < p*"'. 


Se dice que el resto r determinado por (18) ha sido generado por a. Dado que r = a 
(mod p*-}), el número r es también una solución de (17). Con otras palabras, cada 
solución a de la congruencia (16) perteneciente al intervalo 0 < a< p* genera una 
solución r de la congruencia (17) en el intervalo 0 < r < p°. 


Partimos ahora de una solución r de (17) perteneciente al intervalo 0 < r <p“ 
y nos preguntamos cuando existirá una solución a de (16) que pertenezca al inter- 
valor 0 < a < p* que genere r. Cuando ocurra, diremos que r se puede subir de 
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p* a p*. El teorema que sigue demuestra que la posibilidad de que r pueda subirse 
depende de f(r) mod p* y de la derivada f'(r) mod p. 


Teorema 5.30 Suponemos que « > 2 y que r es una solución de la congruencia 
(19) f(x) = 0 (mod p*”!) 


que pertenece al intervalo 0 < r < pu, 


(a) Suponemos que f'(r) #0 (mod p). Entonces r puede subirse de forma única 
de p* a p*. Esto es, existe un único a en el intervalo O < a < p° que generar y que 
satisface la congruencia 


(20) f(x) = 0 (mod p^). 


(b) Suponemos f'(r) = 0 (mod p). Entonces tenemos dos posibilidades: 


(b,) Si f(r) = 0 (mod p°), r puede subirse de p* a p* de p formas distintas. 
(ba) Si f(r) % 0 (mod p°), r no puede subirse de p* a p°. 


DEMOSTRACIÓN. Si n es el grado de f tenemos la identidad (fórmula de Taylor) 


(21) fath = sot sont Os. 4 L "a ” 


para cada x y h. Observemos que cada polinomio f(x)/k! tiene coeficientes en- 
teros. (El lector puede comprobar esta afirmación.) Ahora hacemos x = r en (21), en 
donde r es una solución de (19) perteneciente al intervalo 0 < r < p°, y sea 
h = qp*” en donde q es un entero que a continuación especificaremos. Dado que 
a > 2, los términos de (21) que contienen 4? y potencias superiores de A son múl- 
tiplos enteros de p*. Por consiguiente (21) nos da la congruencia 


f(r + ap’) = fir) + f'ra’ (mod p°). 


Puesto que r satisface (19) podemos escribir f(r) = kp* para algún entero k, y la 
última congruencia nos conduce a 


f(r + ap) = (af (rv) + kjp""* (mod p°). 
Sea ahora 


(22) a=r+qp"?. 
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Entonces a satisface la congruencia (20) si, y sólo si, q satisface la congruencia 
lineal 


(23) qS (1) + k = 0 (mod p). 


Si f(r) % 0 (mod p) esta congruencia tiene una solución única q mod p, y si ele- 
gimos q en el intervalo 0 < q < p entonces el número a dado por (22) satisfará (20) 
y pertenecerá al intervalo 0 < a < p“. 

Por otro lado, si f’(r) = 0 (mod p) entonces (23) tiene una solución q si, y sólo 
si, p|k, esto es, si y sólo si f(r) = 0 (mod p°). Si p+ k no existe ninguna elección 


de q tal que a satisfaga (20), Pero, si plk, entonces los p valores q = 0,1, ...,p — 1 
dan p soluciones a de (20) que generan r y pertenecen al intervalo 0 < a< p°. 
Esto termina la demostración. O 


La demostración del teorema anterior describe también un método para ob- 
tener soluciones de la congruencia (20), si se conocen soluciones de (19). Aplicando 
repetidamente el método el problema queda reducido en última instancia a resolver 
la congruencia 


(24) f(x) = 0 (mod p). 


Si (24) carece de soluciones, entonces (20) carece de soluciones. Si (24) tiene 
soluciones, elegimos una, llamémosla r, que pertenezca al intervalo 0 < r< p. En 
correspondencia con r existirán 0, 1 ó p soluciones de la congruencia 


(25) f(x) = 0 (mod p°) 


dependiendo de los números /'(r) y k = f(r)/p. Si p x k y p|f'(r), entonces r no puede 
subirse a una solución de (25). En este caso empezamos de nuevo con una solución 
diferente r. Si ninguna r puede subirse, entonces (25) carece de solución. 

Si p|k para algún r, examinamos la congruencia lineal 


qf (1) + k = 0 (mod p). 


Esta ecuación admite | ó p soluciones q según que p t f'(r) o que p|f'(r). Para cada 
solución q, el número a = r + qp da una solución de (25). Para cada una de las 
soluciones de (25), podemos utilizar un procedimiento análogo para obtener todas 
las soluciones de 


f(x) = 0 (mod p°), 


y asi sucesivamente, hasta obtener todas las soluciones de (20). 
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5.10 EL PRINCIPIO DE LA CLASIFICACIÓN CRUZADA 


Algunos problemas de Teoría de números se pueden tratar aplicando un teorema 
combinatorio general relativo a conjuntos, llamado el principio de la clasificación 
cruzada. Es una fórmula que cuenta el número de elementos de un conjunto finito S 
que no pertenecen a ciertos subconjuntos prescritos S,, ..., Sp 


Notación. Si T es un subconjunto de S escribiremos N(T) para designar el nú- 
mero de elementos de T. Designaremos por S — T al conjunto de elementos de S 
que no pertenecen a T. Entonces 


$= U5, 


i=1 


consta de los elementos de S que no pertenecen a ninguno de los subconjuntos S}, ..., Sy. 
Por brevedad escribiremos S¡S;, S¡S¡Sy, ..., para designar las intersecciones Si O S;, 
Si A SAO Sy ..., respectivamente. 


Teorema 5.31 Principio de la clasificación cruzada. Si S}, ..., S, son subcon- 
juntos dados de un conjunto finito S, entonces 


n(s - Us.) = No) - Y NS)+ Y NSS) 
i=1 


1<isn 1si<js<n 


= py N(S;S;S,) Ss y (—1)"N(S,S, He Sn). 


1<i<j<ks<n 


DEMOSTRACIÓN. Si TS S, NT) designa el número de elementos de T que 
no pertenecen a ninguno de los r primeros subconjuntos S}, ..., S,, y siendo 
N,(T) simplemente N(T). Los elementos contados por N,- (T) pertenecen a dos 
conjuntos disjuntos, el conjunto de los que no pertenecen a S, y el de los que 
pertenecen a S,. Por consiguiente tenemos 


N,-\(T) = NAT) + N,-,(TS,). 
Luego 
(26) NAT) = N,- ¡(T) — N,-,(TS,). 


Hagamos ahora T= S y usemos (26) para expresar cada término del segundo 
miembro de N,_,. Obtenemos 


156 Congruencias 


NS) = {N,~2(S) o N,-2(S8,-1)} — {N,-2(S,) = N,-2(S,S,- 1) 
= N,-2(S) = N,-2(S,- 1) a N,-2(S,) + N,- 2(S,S,~ 1). 


Aplicando repetidamente (26) obtenemos finalmente 


NAS) = No(S) — E Nos) + Y NA(S;Sj) — + + (—1)'No(S; ***S,). 


1si<jsr 
Cuando r =n esto nos proporciona la fórmula requerida. O 


EJEMPLO La fórmula producto para la indicatriz de Euler se puede obtener 
del principio de la clasificación cruzada. Si p}, ..., p, designan los divisores primos 
de n, sean S = (1, 2, ..., n} y S; el subconjunto de S formado por los enteros divi- 
sibles por p,. Los números de S primos con n son los que no pertenecen a ninguno 
de los conjuntos S}, ..., S,, luego 


k=1 
Si d|n existen n/d múltiplos de d que pertenecen al conjunto S. Luego 


N(S) = > NSS) = NG, (55 a 


iPj Pic’ p 





por lo tanto el principio de la clasificación cruzada nos da 





om=n- Y + ER ey 
i=1 Pi  1si<jsrPiP; Py 2 pp 
u(d) ( ) 
=n) —=n[[(1--]. 
din d pin p 


La aplicación del principio de la clasificación cruzada que sigue cuenta el nú- 
mero de elementos de un sistema residual reducido módulo k que pertenecen a una 
clase de restos r mod d, en donde dl|k y (r, d) = 1. 


Teorema 5.32 Dados enteros r, d y k tales que d|k, d>0,k= 1 y (r,d)=1, 
el número de elementos del conjunto 


S=(ir+td:t=1,2,...,k/d) 
que son primos con k es p(k)/p(d). 
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DEMOSTRACIÓN. Si un primo p divide a k y a r + td,entonces p Y d, ya que en 
caso contrario plr, contradiciendo la hipótesis (r,d) = 1. Por consiguiente, los 
primos que dividen a k y a los elementos de S son los que dividen a k pero no di- 
viden a d. Llamemósles p,, ..., Pm y sea 


k’ = py P2°** Pm: 


Entonces los elementos de S primos con k son los que no son divisibles por ninguno 
de estos primos. Sea 


S = {X:xeS y pix ((=1,2,...,m). 


SixeS;, y x=r-+ td, entonces r+ td =0 (mod p,). Como p; /d existe un 
unico f mod p; con esta propiedad, y por consiguiente exactamente un ¢ en cada 
uno de los intervalos [l, p,], [pi + 1, 2p:], ..., [(q — Dp: + 1, qpi] en donde 
qpı = kld. 

Por consiguiente 


kid 
Me 


Análogamente, 


_ k/d 
N(S:S; we a A 
Pip; 


iPj Pi *** Pm 


Luego por el principio de la clasificación cruzada el número de enteros de S que 
son primos con k es 


MC) 
ys- 0s)- 55 = Er (1- IS e o 


5.11 UNA PROPIEDAD DE DESCOMPOSICIÓN DE LOS 
SISTEMA RESIDUALES REDUCIDOS 


Como aplicación del teorema anterior analizamos una propiedad de los sis- 
temas residuales reducidos que utilizaremos en un capítulo posterior. Empezamos 
con un ejemplo numérico. 
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Sea S un sistema residual reducido mod 15, por ejemplo 
S= (1,2,4,7,'8,. 11, 13, 143. 


Disponemos los 8 elementos de S en una matriz 4 x 2 como sigue: 


l 2 
4 8 
% dl 
13 14 


Obsérvese que cada fila contiene un sistema residual reducido mod 3, y los nú- 
meros de cada columna son congruentes entre sí mod 3. Este ejemplo ilustra 
una propiedad general de los sistemas residuales reducidos descrito en el teorema 
que sigue. 


Teorema 5.33 Sea S un sistema residual reducido mod k, y sea d > 0 un divisor 
de k. Entonces tenemos las siguientes descomposiciones de S: 


(a) S es la reunión de p(k)/p(d) conjuntos disjuntos, cada uno de los cuales es 
un sistema residual reducido mod d. 

(b) S es la reunión de p(d) conjuntos disjuntos, cada uno de los cuales consta de 
p(K)/p(d) números congruentes entre sí mod d. 


Nota. En el ejemplo anterior, k = 15 y d = 3. Las filas de la matriz repre- 
sentan los conjuntos disjuntos de la parte (a), y las columnas representan los con- 
juntos disjuntos de la parte (b). Si aplicamos el teorema al divisor d = 5, obtenemos 
la descomposición dada por la matriz 


L2 4 8 

11 7 14 137 
Cada fila es un sistema residual reducido mod 5 y cada columna consta de nú- 
meros congruentes entre sí mod. 5. 


DEMOSTRACIÓN. En primer lugar demostraremos que las partes (a) y (b) son 
equivalentes. Si (b) se verifica podemos disponer los p(k) elementos de S en forma 
de matriz, utilizando para ello los y(d) conjuntos disjuntos de (b) como columnas. 
Esta matriz tiene p(k)/p(d) filas. Cada fila contiene un sistema reducido mod d, y 
estos son los conjuntos disjuntos requeridos en la parte (a). Análogamente, es fácil 
comprobar que (a) implica (b). 
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Ahora probaremos (b). Sea S, un sistema residual reducido mod d, y sea r € Sy. 
Probaremos que existen por lo menos p(k)/p(d) enteros n en S, distintos mod k, 
tales que n = r (mod d). Puesto que existen p(d) valores de r en Sa y p(k) enteros 
en S, no pueden existir más de p(k)/p(d) de tales números n, lo cual demuestra 
la parte (b). 

Los números n requeridos se seleccionan en las clases de restos mod k repre- 
sentadas por los k/d enteros siguientes: 


k 
rr +d,r +2d,...,r + ad. 


Estos números son congruentes entre sí mod d y entre sí son incongruentes mod k. 
Puesto que (r, d) = 1, el teorema 5.32 prueba que p(k)/p(d) de ellos son primos 
con k, lo que termina la demostración. (Para una demostración diferente basada 


en la teoría de grupos ver [1]). O 


Ejercicios del capítulo 5 5 


1. Sea S un conjunto de » enteros (no necesariamente distintos). Probar que algún subconjunto 
no vacio de S posee una suma divisible por n. 

2. Probar que 5n? + 7n*= 0 (mod 12) para todo entero n. 

3. (a) Hallar todos los enteros positivos n tales que m= n (mod 1365). 

(b) Hallar todos los enteros positivos n tales que n!” = n (mod 4080). 
4. (a) Probar que y(n) = 2 (mod 4) cuando n = 4 y cuando n = p*, en donde p es un primo, 
p=3 (mod 4). 
(b) Hallar todos los n tales que p(n) = 2 (mod 4). 

5. Una regla dividida en 36 pulgadas se divide de nuevo en 70 partes iguales. Probar que entre las 
cuatro divisiones más pequeñas hay dos a las que corresponden las pulgadas 1 y 19 como ex- 
tremos izquierdos. ¿Cuáles son los extremos derechos que corresponden a las otras dos? 

6. Hallar todos los x que verifican simultánemanete el sistema de congruencias 


x = 1 (mod 3), x = 2 (mod 4), x = 3 (mod 5). 


7. Probar el recíproco del teorema de Wilson: Si (n — 1)! + 1= 0 (mod n), entonces n es primo 


sin>l. 
8. Hallar todos los enteros n positivos para los que (n — 1)! + 1 es una potencia de n. 


9. Si p es un primo impar, sea q = (p — 1)/2. Probar que 
(q)? + (-1) =0 (mod p). 


Esto nos proporciona q! como solución explícita de la congruencia x? + 1 = 0 (mod p) cuando 
p= 1 (mod 4), y demuestra que q! = + 1 (mod p) si p= 3 (mod 4). No se conoce ninguna 
regla general simple para determinar el signo. 

10. Si p es impar, p > 1, probar que 
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123252... (p — 2)? = (—1)P+ 02 (mod p) 


22426? pad (p == 1)? = (- 1)? 1)/2 (mod p). 
11. Sea p un primo, p= 5, y hagamos 


roe ee EA 
2°3 p ps 


Probar que p*|(r — s). 
12. Si p es un primo, probar que 


-en 
nC) 


13. Sean a, b, n enteros positivos tales que n divide a a” — b”. Probar que n divide también a 


(a” — b") /(a — b). 
14. Sean a, b y x, enteros positivos y definamos 


Luego, si p*| [nop] probar que 


Xn = 4Xx,-1 +b para n= 1, 2,... 


Probar que no es posible que todos los x, sean primos. 

15. Sean n, r, a enteros positivos. La congruencia n? = n (mod 10%) implica n” = n (mod 10%) 
para todo r. Hallar todos los valores de r tales que n” = n (mod 10%) implica n? = n (mod 10%). 

16. Sean n, a, d enteros con (a, d) = 1. Probar que existe un entero m tal que m= a (mod d) y 
(m, n) = 1. 

17. Sea f una función aritmética con valores enteros tal que 


f(m + n) = f(n) (mod m) 


para todo m> 1, n> 1. Sea g(n) el número de valores (contando las repeticiones) de f(1), 
fQ),..., f(n) divisibles por n, y sea A(n) el número de estos valores primos con n. Probar que 


d 
h(n) = nY oO. 


d|n 


18. Dado un entero impar n > 3, sean k y t los menores enteros positivos tales que tanto kn + 1 
como tn son cuadrados. Probar que » es primo si, y sólo si, k y t son ambos mayores que n/4. 
19. Probar que cada elemento del conjunto de los n — 1 enteros consecutivos 
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n!+2,n!1+3,...,n | +n 


es divisible por un primo que no divide a ningún otro elemento del conjunto. 

20. Probar que para todos los enteros positivos n y k, existe un conjunto de n enteros consecutivos tal 
que cada uno de los elementos de este conjunto es divisible por k primos distintos ninguno 
de los cuales divide a los otros elementos del conjunto. 

21. Sea n un entero positivo que no es un cuadrado. Probar que, para cada entero a primo con n, 
existen enteros x e y que verifican 


ax = y (mod n) con 0<x< yn y 0< lyl < /n. 


22. Sea un primo, p= 1 (mod 4), sea q = (p — 1)/2, y sea a = g! 
(a) Probar que existen enteros positivos x e y que verifican 0 < x < Vp y 0 < y <Y p tales 
que 


a?x? — y? = 0 (mod p). 


(b) Probar que los x e y de la parte (a) verifican p = x? + y?. Esto prueba que cada primo 
p= 1 (mod 4) es la suma de dos cuadrados. 
(c) Probar que ningún primo p= 3 (mod 4) es la suma de dos cuadrados. 


Capítulo 6 


Grupos abelianos finitos 
y sus Caracteres 


6.1 DEFINICIONES 


En el capítulo 2 tuvimos ocasión de mencionar los grupos pero no hici- 
mos uso esencial de sus propiedades. Ahora deseamos tratar con más detalle 
algunos aspectos elementales de la Teoría de grupos. El tratamiento del teorema 
de Dirichlet acerca de los primos en progresiones aritméticas que daremos en el 
capítulo 7 requerirá el conocimiento de ciertas funciones aritméticas llamadas ca- 
racteres de Dirichlet. Aunque el estudio de los caracteres de Dirichlet se puede 
acometer sin poseer ningún conocimiento de los grupos, la introducción deun mí- 
nimo de conocimientos sobre Teoría de grupos coloca la teoría de los caracteres 
de Dirichlet en un ámbito más general y simplifica el tratamiento. 


Definición. Axiomas de grupo. Un grupo G es un conjunto no vacío provisto 
de una operación binaria, que designaremos por -, que verifica los siguientes 
axiomas: 


(a) Cerrada. Para cada a y b de G, a-b también pertenece a G. 

(b) Asociatividad. Para cada a, b, c de G, tenemos (a-b)-c = a-(b-c). 

(c) Existencia de identidad. Existe un único elemento e en G, llamado identi- 
dad, tal que a-e = e-a =a para cada a de G. 

(d) Existencia de inversos. Para cada a de G existe un único elemento b de G 
tal que a-b = b-a =e. Este b se designa a”? y se llama el inverso de a. 


Nota. Usualmente omitiremos el punto y escribiremos ab para indicar a-b. 


Definición. Grupo abeliano. Un grupo G se llama abeliano si cada par de 
elementos conmuta; esto es, si ab = ba para todo a y b de G. 
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Definición. Grupo finito. Un grupo G es finito si G es un conjunto finito. En 
este caso el número de elementos de G se llama orden de G y se designa por |G]. 


Definición. Subgrupo. Un subconjunto no vacío G’ de un grupo G que, a su 
vez, sea un grupo respecto de la misma operación, se llama subgrupo de G. 


6.2 EJEMPLOS DE GRUPOS Y SUBGRUPOS 


EJEMPLO 1 Subgrupos triviales. Cada grupo G tiene por lo menos dos sub- 
grupos: el mismo grupo G y el conjunto {e} formado únicamente por el elemento 
identidad. 


EJEMPLO 2 Enteros con la suma. El conjunto de todos los enteros es un grupo 
abeliano con la operación + y 0 su elemento identidad. El inverso de n es — n. 


EJEMPLO 3 Números complejos con la multiplicación. El conjunto de todos los 
números complejos no nulos es un grupo abeliano tomando como operación la 
multiplicación ordinaria de los números complejos, y como identidad el 1. El in- 
verso de z es 1/z. El conjunto de los números complejos de valor absoluto 1 es un 
subgrupo. 


EJEMPLO 4 Las raíces n-ésimas de la unidad. Los grupos de los ejemplos 2 y 3 
son grupos infinitos. Un ejemplo de grupo finito es el conjunto (1, e, €, ....e" A], 
en donde e = e”*/” y la operación - es la multiplicación usual de los números com- 


plejos Este grupo, de orden n, se llama el grupo de las raíces n-ésimas de la unidad. 
Es un subgrupo de los dos grupos del ejemplo 3. 


6.3 PROPIEDADES ELEMENTALES DE LOS GRUPOS 


Los teoremas elementales que siguen se refieren a un grupo arbitrario G. Con 
otras palabras, no se impone que G sea abeliano, ni finito. 


Teorema 6.1 Regla de simplificación. Si los elementos a, b, c de G satisfacen 
ac = bc o ca = cb, 
entonces a = b. 


DEMOSTRACION. En el primer caso multiplicamos cada miembro por la derecha 


Grupos abelianos finitos 165 


por cl y utilizamos la asociatividad. En el segundo caso multiplicamos por la 
izquierda por c. O 


Teorema 6.2 Propiedades de los inversos. En todo grupo G tenemos: 


(a) el =e. 

(c) Para cada a de G, (a?) =a. 

(c) Para todo a y b de G, (ab) = bla”. (Obsérvese que se invierte el orden.) 

(d) Para todo a y b de G la ecuación ax = b admite la solución única x = ab; 
la ecuación ya = b admite la solución única y = ba”, 


DEMOSTRACIÓN. 


(a) Puesto que ee = ee”! simplificamos e y tenemos e = e”, 
(b) Puesto que aa”? = e y los inversos son únicos, a es el inverso de a”, 
(c) Por la ley asociativa tenemos 


(ab)(b~1a~') = a(bb™')a~'! = aea~! = aa“! = e 


luego b-!a7! es el inverso de ab. 
(d) De nuevo por la asociatividad tenemos 


a(a~1b) = (aa~')b = b y (ba~')a = b(a~'a) = b. 
Las soluciones son únicas en virtud de la regla de simplificación. Cy 


Definición. Potencias de un elemento. Si a e G definimos a” para todo entero n 
mediante las siguientes relaciones: 


n n-1 


Ame, ¿zar a *=(a-")! para n>0. 


Las reglas de exponentes que siguen se pueden demostrar por inducción. Omi- 
timos las demostraciones. 


Teorema 6.3 Si aeG, dos potencias cualesquiera de a conmutan, y para todo 
entero m y n tenemos 


arg" ae a™*" = arg” y (a™)" = qa == (a”)”. 
Además, si a y b conmutan tenemos 


a"b" = (ab). 
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Teorema 6.4 Criterio del subgrupo. Si G’ es un subconjunto no vacío de un 
grupo G, entonces G' es un subgrupo si, y sólo si, G’ satisface los axiomas (a) y (d) 
de los grupos: 

(a) Cerrado: si a,b € G’, entonces ab € G”. 

(d) Existencia de inverso: si a € G”, entonces al e G'. 


DEMOSTRACIÓN. Cada subgrupo G’ posee ciertamente estas propiedades. Recí- 
procamente, si G’ satisface (a) y (d) es fácil probar que G’ también satisface los 
axiomas (b) y (c). El axioma (b), la asociatividad, se verifica en G’ puesto que se 
verifica para todos los elementos de G. Para probar que (c) se verifica en G’ obser- 
vemos que existe un elemento a de G” (puesto que G’ es no vacío) cuyo inverso 
ae G' (por (d)) por lo que aa”! e G' por (a). Pero aa”? = e luego e e G’. O 


6.4 CONSTRUCCIÓN DE SUBGRUPOS 


Podemos construir siempre un subgrupo de un grupo dado G eligiendo un 
elemento a cualquiera de G y formando el conjunto de todas sus potencias a”, 
n=0, +1, +2,... Este conjunto satisface claramente los axiomas (a) y (d), 
luego es un subgrupo de G. Se llama subgrupo cíclico engendrado por a y se de- 
signa por <a>. 

Obsérvese que <a> es abeliano aunque G no lo sea. Si a” = e para algún entero 
positivo n,existira un n >0 mínimo con esta propiedad y el subgrupo <a) será 
un grupo finito de orden n, 


n 


<a> = {a,a,..., a"! a" = e}. 


El entero n se llama también orden del elemento a. Un ejemplo de subgrupo cíclico 
de orden n lo constituye el grupo de las raíces n-ésimas de la unidad mencionado 


en la sección 6.2. 
El próximo teorema prueba que cada elemento de un grupo finito tiene orden 


finito. 


Teorema 6.5 Si G es finito y a € G. entonces existe un entero positivo n < |G| 
tal que a” =e. 

DEMOSTRACIÓN. Sea g = |G|. Entonces, por lo menos, dos de los g + 1 ele- 
mentos de G siguientes, han de ser iguales: 


AAA A 


Si suponemos que a’ = a’, en donde 0 < s< r < q, tenemos 
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e= day? =q'"s, 


Esto demuestra el teorema con n=r—s. g 


Como hemos observado en la sección 6.2, cada grupo G posee dos subgrupos 
triviales, {e} y el propio G. Cuando G es un grupo abeliano finito existe un proce- 
dimiento simple para construir una colección creciente de subgrupos intermedios 
entre {e} y G. Este procedimiento, que describiremos en el teorema 6.8, se basa 
en la siguiente observación. 

Si G' es un subgrupo de un grupo finito G, entonces para cada elemento a de G 
existe un entero n tal que a” e G’. Si a pertenece ya a G’ tomamos simplemente 
n = l. Si ag G' tomamos n igual al orden de a, puesto que a” = e € G’. Sin em- 
bargo, puede existir una potencia positiva de a menor que pertenezca a G’. Por 
el principio de buena ordenación existe un entero positivo mínimo n tal que a"eG”. 
A este entero lo llamaremos indicador de a en G’. ` 


Teorema 6.6 Sea G’ un subgrupo de un grupo finito abeliano G, con G' 4 G. 
Elegimos un elemento a de G, a¿ G”, y sea h el indicador de a en G'. Entonces el 
conjunto de los productos 


G" =(xa':ixeG' y k=0,1,2,,..,h- 1) 


es un subgrupo de G que contiene a G'. Además el orden de G" es h veces el de G’, 
|1G"| =h|G'|. 


DEMOSTRACIÓN. Para probar que G” es un subgrupo utilizamos el criterio del 
subgrupo. Veamos que es cerrado. Elegimos dos elementos de G”, por ejemplo 
xa* e ya? con x, yeG’ y0<k<h,0< j<h. Puesto que G es abeliano el pro- 
ducto de los elementos es 


(1) (xy)a*t4, 
Sea ahora k+j=gh+r en donde 0 < r< h. Entonces 
akti = aht" = atta" = za’, 


en donde z = a” = (a') e G' puesto que a* eG’. Por consiguiente el elemento 
de (1) es (xyz)a” = wa’, en donde we G' y 0 < r< h. Esto demuestra que G” es 
cerrado. 

Ahora probaremos que el inverso de cada elemento de G” también está en G”. 
Elegimos un elemento arbitrario de G”, xa". Si k =0 entonces el inverso es x7} 
que pertenece a G”. Si 0< k< h, el inverso es el elemento 
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ya'=*, en donde y =x"Ya*)”*, 


que de nuevo pertenece a G”. Esto prueba que G” también es efectivamente un 
subgrupo de G. Es claro que G” contiene a G’. 

Ahora determinaremos el orden de G”. Sea m =|G'|. Cuando x recorre los 
m elementos de G’ y k recorre los A enteros 0, 1,2, ..., h — 1 obtenemos mh pro- 


ductos xa*. Si probamos que todos ellos son distintos, entonces G” tiene orden mh. 
Consideremos dos de estos productos, por ejemplo xa* e ya? y suponemos que 


xa = yal con O<j<k<h. 
Entonces aë- = x y 0 < k — j< h. Puesto que x y € G' el elemento a~ per- 
tenecerá a G’, luego k = j y por lo tanto x = y. Esto termina la demostración. —[J) 
6.5 CARACTERES DE GRUPOS ABELIANOS FINITOS 


Definición. Sea G un grupo arbitrario. Una función f con valores complejos 
definida en G se llama un carácter de G si f tiene la propiedad multiplicativa 


f(ab) = f(a)f(b) 
para todo a, b de G, y si f(c) # 0 para algún c de G. 
Teorema 6.7 Si f es un carácter de un grupo finito G con elemento identidad e, 
entonces f(e) = 1 y cada valor f(a) de la función es una raíz de la unidad. Efectivamente, 


si a” = e entonces fía) = 1. 


DEMOSTRACIÓN. Elegimos c en G de forma que f(c) # 0. Puesto que ce = c 
tenemos 


flo) fe) = f(c) 
luego f(e) = 1. Si a” =e entonces f(a)" = f(a") = f(e) = 1. O 
EJEMPLO Cada grupo G admite un carácter por lo menos, que es la función 
idénticamente igual a 1 en G. Se llama carácter principal. El teorema que sigue 


nos dice que, si G es abeliano y tiene orden finito > 1, admite otros caracteres. 


Teorema 6.8 Un grupo abeliano G finito de orden n admite exactamente n ca- 
racteres distintos. 
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DEMOSTRACIÓN. En el teorema 6.6 hemos aprendido a construir a partir de 
un subgrupo G' # G, un nuevo subgrupo G” que contiene a G’ y que posee por lo 
menos un elemento a más que G’. Utilizaremos el símbolo <G'; a para designar el 
subgrupo G” construido en el teorema 6.6. Entonces 


<G';a> = {xaæ:xeG y 0<k<h} 


en donde A es el indicador de a en G’. 

Ahora aplicamos esta construcción repetidamente, partiendo del subgrupo {e} 
que designamos por G,. Si G, # G, sea a, un elemento de G distinto de e y defi- 
namos G, = <G,; 4>. Si G, # G, sea a, un elemento de G que no esté en G, y de- 
finamos G} = <G,; a>. Continuemos este proceso a fin de obtener un conjunto 


finito de elementos a,, dy, ..., a, y un conjunto asociado de subgrupos G,, Ga, ..., Grr, 
tales que 

G,+ 1 = <G,; a,» 
con 


Gi c Ga Eee C Gryg = G. 


El proceso debe acabar con un número finito de pasos ya que el grupo dado G 
es finito y cada G,+, contiene más elementos que su predecesor G,. Considerando 
esta cadena de subgrupos demostramos el teorema por inducción, viendo que, si 
es cierto para G,, también lo es para G,+. 

Es claro que para G} sólo existe un carácter, que es la función que es idéntica- 
mente 1. Supongamos, ahora, que G, tiene orden m y que existen exactamente m 
caracteres distintos para G,. Consideramos G,+, = <G,; a,» y sea h el indicador 
de a, en G,, esto es, el menor entero positivo tal que a? e G,. Probaremos que 
existen exactamente h maneras diferentes de extender cada carácter de G, para 
obtener un carácter de G,+,, y que cada carácter de G,+, es la extensión de algún 
carácter de G,. Esto probará que G,,, tiene exactamente mh caracteres, y puesto 
que mh es también el orden de G,+, habremos demostrado el teorema por induc- 
cción sobre r. 

Un elemento típico de G,+, tiene la forma 


xa®, en donde xeG,y0<k=<h. 
De momento suponemos que es posible extender un carácter f de G, a G,4,. Lla- 


memos f a esta extensión y veamos qué puede decirse acerca de Fra). La pro- 
piedad multiplicativa requiere 
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Fixa) = Jf la. 
Pero x € G,, luego f(x) = f(x) y la ecuación anterior implica 


F(xa,') = ff a," 


Esto nos dice que f(xa*) está determinado si se conoce f(a). 
¿Qué valores son posibles para f(a,)? Sea c =a’. Dado que c € G,, tenemos 
Fe) = f(c), y puesto que f es multiplicativo tenemos además f(c) = f(a,)". Entonces 


Ja = fo), 


luego f(a,) es una de las h-ésimas raíces de f(c). Por lo tanto existen a lo sumo h 
elecciones posibles para f(a,). 

Estas observaciones nos indican cómo se puede definir f Si f es un carácter dado 
de G,, elegimos una de las h-ésimas raíces de f(c), en donde c = a”, y definimos f(a,) 
igual a dicha raíz. Entonces definimos f en el resto de G,.., por medio de la ecuación 


(2) fixa") = f(x) f(a). 


Las h elecciones posibles para f(a,) son todas diferentes, lo que nos da h formas 
diferentes de definir f(xa*). Ahora comprobaremos que la función f definida de esta 
forma tiene la propiedad multiplicativa requerida. De (2) obtenemos 


F(xa,* + ya) = f(xy -a,**4) = fly a+ 
= f(x) f(y) af (a, 
= f(xa,")f(ya/), 


luego f es un carácter de G,+,. Dos extensiones fy & no pueden ser idénticas sobre 
G,+, puesto que las funciones f y g que extienden tendrían que ser idénticas en G,. 
Por consiguiente cada uno de los m caracteres de G, se puede extender de h formas 
diferentes a fin de producir un carácter de G,+,. Además, si œ es un carácter arbi- 
trario de G,+, entonces su restricción G, también es un carácter de G,, luego el 
proceso de extensión produce todos los caracteres de G,+,. Esto termina la de- 
mostración. O 


6.6 EL GRUPO DE LOS CARACTERES 


En esta sección G es un grupo finito abeliano de orden n. El carácter principal 
de G se designa f,. Los restantes, designados fa, fa, ..-, f,, se llaman caracteres no 
principales, y tienen la propiedad: f(a) 4 1 para algún a de G. 
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Teorema 6.9 Si definimos la multiplicación de caracteres por medio de la relación 


(fi: f(a) = fla) fa) 


para cada a de G, entonces el conjunto de caracteres de G forma un grupo abeliano 
de orden n. Este grupo lo designamos G. El elemento identidad de G es el carácter 
principal f,. El inverso de f; es 1/f.. 


DEMOSTRACIÓN. La comprobación de los axiomas de grupo es un ejercicio fácil 
y se omiten los detalles. 


Nota. Para cada carácter f tenemos |f(a)| = 1. Luego el inverso 1/f(a) es igual 
al complejo conjugado f(a). Por lo tanto la función f definida por f(a) =f(a) tam- 
bién es un carácter de G. Además tenemos, para cada a de G, 


1 


I= 


= f(a~’). 
6.7 RELACIONES DE ORTOGONALIDAD PARA CARACTERES 


Sea G un grupo abeliano finito de orden n, de elementos a, a, ..., An, y sean 
Fue... fa los caracteres de G en donde f, es el carácter principal. 


Notación. Designamos A = A(G) la matriz n X n cuyo elemento a,, de la i-ésima 
fila j-ésima columna es 


a= fía j) 


Probaremos que la matriz A tiene inversa y utilizaremos este hecho para de- 
ducir las llamadas relaciones de ortogonalidad para caracteres. Primero determi- 
naremos la suma de los elementos de cada fila de A. 


Teorema 6.10 La suma de los elementos de la i-ésima fila de A viene dada por 


y la n si f, es el carácter principal (i = 1), 
Es Na) = Vo en otro caso. 


DEMOSTRACIÓN. S designa la suma en cuestión. Si f; =f, cada término de la 
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suma es 1 y S =n. Sif, # fi, existe un elemento b de G tal que f(b) # 1. Cuando 
a, recorre los elementos de G, lo mismo ocurre con los productos ba,. Luego 


S = Y fiba) = fO) E, fla) = fs. 


Por consiguiente S(1 —/,(b)) = 0. Puesto que f(b) 4 1 obtenemos que S=0. O 


Utilizaremos ahora este resultado para demostrar que A tiene inversa. 


Teorema 6.11 Sea A* la matriz conjugada traspuesta de la matriz A. Entonces 
tenemos 


AA* =nl, 
en donde I es la matriz identidad n X n. Luego n™ A* es la inversa de A. 


DEMOSTRACIÓN. Sea B = AA*. El elemento b,, perteneciente a la i-ésima fila 
j-ésima columna de B viene dado por 


by = È faa) = E DNA) = Y Ma», 


en donde f, = fif =f./f, Ahora bien f/f, =f, si, y sólo si, i =j. Luego por el 
teorema 6.10 tenemos 


e BY MES 
U lo siixj 
Con otras palabras, B = nI. o 


Ahora utilizamos el hecho de que una matriz conmuta con su inversa para 
obtener las relaciones de ortogonalidad para caracteres. 


Teorema 6.12 Relaciones de ortogonalidad para caracteres. Tenemos 


n si a; = âj, 
0 si a; # a,j. 


0) È Mafia) = | 


DEMOSTRACIÓN. La relación AA* = nI implica A*A = nI. Pero el elemento de 
la i-ésima fila y j-ésima columna de A*A es la suma de la izquierda de (3). Esto 
termina la demostración. O 
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Nota. Puesto que fla) = fa) = f(a"), el término general de la suma 
de (3) es igual a f,(a;f,(a,) =f,(a;*a,). Por consiguiente las relaciones de ortogo- 
nalidad se pueden expresar como sigue: 


¥ fía a) 5 i ll os 
r=1 


0 sia; #a;. 
Cuando a; es el elemento identidad e obtenemos: 


Teorema 6.13 La suma de los elementos de la j-ésima columna de A se ob- 
tiene por 
” n siaj=e. 
4 qn po 
0 2 flay) f en otro caso. 


6.8 CARACTERES DE DIRICHLET 


La exposición anterior se refería a caracteres de un grupo abeliano finito arbi-' 
trario G. Ahora imponemos que G sea el grupo de las clases reducidas de restos 
módulo un entero positivo fijo k. En primer lugar probaremos que estas clases de 
restos forman, ciertamente, un grupo si definimos de manera conveniente la multipli- 
cación. 

Recordemos que un sistema residual reducido módulo k es un conjunto de p(k) 
enteros ([a,, da, .. ., G(x)} incongruentes módulo k, cada uno de ellos primo con k. 
Para cada entero a la clase de restos correspondientes á es el conjunto de todos 
los enteros congruentes con a módulo k: 


â = {x: x =a (mod k)). 
La multiplicación de las clases de restos se define por la relación 
(5) â. b = ab. 
Esto es, el producto de dos clases de restos á y Ê es la clase de restos del producto ab. 
Teorema 6.14 Con la multiplicación definida en (5), el conjunto de clases redu- 
cidas de restos, módulo k, es un grupo finito y abeliano de orden p(k). El elemento 


unidad es la clase de restos 1. El inverso de á es la clase de restos b, en donde 
ab = 1 (mod k). 


DEMOSTRACIÓN. La operación es cerrada: se satisface automáticamente en 
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virtud de la forma en que se ha definido la multiplicación de clases de restos. La 
clase Î es claramente el elemento identidad. Si (a, k) = 1 existe un único b tal que 
ab = 1 (mod k). Luego el inverso de á es b. Finalmente es claro que el grupo es 
abeliano y que es de orden 9(k). o 


Definición. Caracteres de Dirichlet. Sea G el grupo de clases reducidas de res- 
tos módulo k. En correspondencia con cada carácter f de G definimos una función 
aritmética y = y; como sigue: 


x(n) = fâ) si (n, KE) = 1, 
x(n) = 0 si (n, k) > 1. 


La función y se llama un carácter de Dirichlet módulo k. El carácter principal y, 
es el que verifica las propiedades 


fl si(mk)=1, 
a=] o si Sl. 


Teorema 6.15 Existen (k) caracteres de Dirichlet módulo k, cada uno de los 
cuales es completamente multiplicativo y periódico de período k. Es decir, se verifica 


(6) y(mn) = y(m)y(n) para todo m,n 
y 
y(n + k) = y(n) para todo n. 


Recíprocamente, si y es completamente multiplicativo y periódico de período k, y si 
y(n) =0 si (n, k) > l, entonces y es uno de los caracteres de Dirichlet módulo k. 


DEMOSTRACIÓN. Existen y(k) caracteres f para el grupo G de las clases reducidas 
de restos módulo k, luego g(k) caracteres y, módulo k. La propiedad multipli- 
cativa (6) de y, se sigue de la de f cuando m y n son primos con k. Si uno de ellos, 
m o n, no es primo con k entonces tampoco lo es mn, luego los dos miembros de (6) 
son cero. La propiedad de la periodicidad se sigue del hecho de que y,(n) = fâ) 
y de que a = b (mod k) implica (a, k) = (b, k). 

Para probar el recíproco observamos que la función f definida en el grupo G 
por la ecuación 


fÔ) =x) si (mk) =1 
es un carácter de G, o sea y es un carácter de Dirichlet mod k. O 


EJEMPLO Cuando k =1 o k=2, entonces y(k) =1 y el único carácter de 
Dirichlet es el carácter principal y}. Para k > 3, existen, por lo menos, dos carac- 
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teres puesto que (k) > 2. Las tablas que siguen muestran todos los caracteres 
de Dirichlet para k = 3, 4 y 5. 


m l 2 Y 458 

a) 1 1 1 1 0 

| l 2:3 A 1, 2 3 4 yin) 1 -1 —1 1 0 

wt 10 yin) 10 10 wi ft <i <2 8 

y(n) 1 -1 0 zin 1 0 -1 0 yan) 1 —i i —1 0 
k = 3, p(k) = 2 k = 4, o(k) = 2 k= 5, p(k) = 4 


Para rellenar estas tablas utilizamos que x(n)* = 1 siempre que (n, k) = 1, 
luego y(n) es una q(k)-ésima raíz de la unidad. Observamos además que, si y es 
un carácter módulo k, su conjugado 7 también lo es. Esta información es suficiente 
para completar las tablas para k =3 y k = 4. 

Cuando k = 5 tenemos (5) = 4, luego los posibles valores de y(n) son + 1 
y +i cuando (n, 5) = 1. Además, (2)7(3) = x(6) = (1) = 1, luego y(2) y x(3) 
son inversos. Puesto que 7(4) = 7(2)? esta información es suficiente para rellenar 
la tabla en el caso k = 5. Como comprobación podemos utilizar los teoremas 6.10 
y 6.13 que nos dicen que la suma de los elementos de cada fila y de cada columna 
es cero salvo para la primera. Las tablas que siguen describen los caracteres de 
Dirichlet mod 6 y 7. 


mn 1234 SF 6 nid g 3 4 5 6 7 

yin) 1 0 0 0 1 0 x(n) 1 1 1 1 1 10 

vin 1 KOO ~1 6 wei 2 Al Al +16 
—— ee win) 1 0 w -w -0 -1 0 w= e"? 

yan) 1. œw -o —u wo 10 

y(n) 1 -o œ? œ -w 10 

x(n) 1 -w -w œ w -10 

k =7, p(k) =6 


En nuestro estudio del teorema de Dirichlet relativo a los primos de una pro- 
gresión aritmética haremos uso de la siguiente relación de ortogonalidad relativa 
a caracteres módulo k. 


Teorema 6.16 Sean z,,..., Ly) los p(k) caracteres de Dirichlet módulo k. 
Sean m y n dos enteros, con (n,k) = 1. Entonces tenemos 
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oik) B A p(k) si m =n (mod k). 
2 xdmiz a) = h simín (mod k), 


DEMOSTRACIÓN. Si (m, k) = 1, tomamos a; =f y a; = M en las relaciones de 
ortogonalidad del teorema 6.12 y observamos que m = ñ si, y sólo si, m = n (mod k). 
Si (m, k) > 1 cada término de la suma se anula y m Æ n (mod k). O 


6.9 SUMAS QUE CONTIENEN CARACTERES DE DIRICHLET 


Esta sección discute ciertas sumas que aparecen en la demostración del teorema 
de Dirichlet relativo a primos en progresiones aritméticas. 

El primer teorema se refiere a un carácter no principal y mod k, pero la de- 
mostración es válida si y es una función aritmética periódica con período k y que 
tiene sumas parciales acotadas. 


Teorema 6.17 Sea y un carácter no principal módulo k, y sea f una función 


no negativa que, para todo x > Xo, admite derivada continua no negativa f'(x). En- 
tonces, Si y > X > Xy, tenemos 


(7) Y xin) fin) = O(f (x). 


x<nsy 


Si, además, f(x) > 0 cuando x > œ, entonces la serie infinita 


$ ln) f(n) 
n=1 


converge y tenemos, para Xx = Xy, 


x 


(8) Y xn) fin) = Y xn) f(n) + O(f (x). 
nsx 1 


n= 


DEMOSTRACIÓN. Sea A(x) = >.>, x(n). Puesto que y no es principal tenemos 
k 
A(k) = Y x(n) = 0. 
n=1 


Por la periodicidad obtenemos que A(nk) = 0 para n = 2, 3, ..., luego |A(x)|< p(k) 
para todo x.Con otras palabras, A(x) = O(1). 
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Ahora utilizamos la identidad de Abel (teorema 4.2) para expresar la suma 
de (7) en forma de integral, lo que nos proporciona 


È xn)fM) = SOA) — SOJA) — [aor (1) dt 


x<nsy 


= O(f(y)) + OS (x) + o(f' -S(0) a) = O(f (x). 


Esto demuestra (7). Si f(x) —-0 cuando x — oo, entonces (7) prueba que la serie 


3 in) (0) 


converge en virtud del criterio de convergencia de Cauchy. Para probar (8) basta 
observar simplemente que 


SS= ZS + lim Y fo 


yro x<nsy 


En virtud de (7) el límite de la derecha es O(f(x)). Ello termina la demostración. O 


Ahora aplicamos el teorema 6.17 sucesivamente con f(x) = 1/x, f(x) = (log x)/x, 
y f(x) =1/ x para x > 1 para obtener: 


Teorema 6.18 Si y es un carácter no principal mod k y si x > 1 tenemos 


0) y x0) xo) - -È LA +o(). 








nsx 
(10) y xímlogn _ & xXn)logn M of 5), 
nsx n n=1 n x 


iMs 


(11) hel er + 7) 


6.10 LA NO ANULACIÓN DE L(l, y) PARA y NO PRINCIPAL REAL 


Designamos por L(1, y) a la suma de la serie de (9). Asi, 
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119 1, 
n=1 M 


En la demostración del teorema de Dirichlet necesitamos saber que L(l, y) 4 0 
cuando y es un carácter no principal. Aquí demostraremos este resultado para carac- 
teres no principales reales. Ante todo consideraremos Ja suma de divisores de y(n). 


Teorema 6.19 Sea y un carácter real mod k y sea 
Aln) = Y x(a). 
din 


Entonces A(n) = 0 para todo n, y A(n) = 1 si n es un cuadrado. 


DEMOSTRACIÓN. Para potencias de primos tenemos 
Ap) = Y xp) =1+ Y xo). 
t=0 t=1 


Dado que y es real los únicos valores posibles de y(p) son 0, 1 y — 1. Si x(p) = 0 


entonces A(p*) = 1; si y(p) = 1, entonces A(p*) =a + 1 y si y(p) = — 1 entonces 
( : si a impar, 
A(p*) = 4 


si a es par. 


En todo caso, A(p*) = 1 si a es par. 

Ahora si n = pt... pẹ, entonces A(n) = A(p*) ... (4p?) puesto que A es 
multiplicativa. Cada factor A(p?‘) > O luego A(n) > 0. Además, si n es un cuadrado, 
entonces cada exponente a; es par, luego cada factor A(p%) > 1; por lo tanto 
A(n) = 1. Esto demuestra el teorema. O 


Teorema 6.20 Para todo carácter no principal real y mod k, sea 


40 =Ex0 y BR) = Y a 


nsx 


S| 


Entonces tenemos: 


(a) B(x) > œ cuando x > oo. 
(b) B(x) = 2 xL(1, x) + O(1) para todo x > 1. 


Por consiguiente L(1, %) # 0. 
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DEMOSTRACIÓN. Para demostrar la parte (a) utilizamos el teorema 6.19 para 
escribir 


1 1 
B(x) > == —. 
nsx Vn p- 


n=m 


La última suma tiende a co cuando x —- co puesto que la serie armónica > 1/m 
diverge. 
Para probar la parte (b) escribimos 


=yL - y w 
Be) = E EMO > i 
qd<x 


Ahora invocamos el teorema 3.17 que establece que 


y Sala) = E sma) + Y ane(®) — Fla)G(b) 


qd<x 


en donde ab = x, F(x) = Spex fn), y G(x) = En<x g(n). Tomamos a =b =) x y 
hacemos f(n) = x(m)/y n, g(n) = 1///n para obtener 


m -y ERR O Eg sO 


Por el teorema 3.2 tenemos 


G(x) = a+ a + 0(> 


ER" 7) 


en donde A es una constante, y por el teorema 6.18, ecuación (11), tenemos 


r= E B+ (7) 


en donde B= S22, x(m/y n. Puesto que F(/ x)G(/ x) =2Bx"% + O(1), la ecua- 
ción (12) nos da 


Bx)= Y Wh raro [he 
nsJx/n n x 
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+ 3 ofa sof ff ane + 00 


xn) on) 
=2/x Y AY Lol- Y ine) 


nsyx Nn nsJ/x nsJx 


1 1 
BY BW 0 Y d]- 2 
be t eae 


x L(1, x) + O(1). 


Esto demuestra la parte (b). Es claro que las partes (a) y (b) juntas implican 
Lil, x) # 0. o 


Ejercicios del capítulo 6 


1. Sea G el conjunto de las raíces n-ésimas de un número complejo no nulo. Si G es un grupo 
respecto de la multiplicación, probar que G es el grupo de las raíces n-ésimas de la unidad. 

2. Sea G un grupo finito de orden n con elemento identidad e. Si a,,..., a, son n elementos de G, 
no necesariamente distintos, probar que existen enteros p y q con 1< p< q< n tales que 
ApOp+1.. -lq = €. 

3. Sea G el conjunto de todas las matrices 2 x 2:(4 Pi en donde a, b, c, d son enteros con 


ad— bc = 1. Probar que G es un grupo para la multiplicación de matrices. Este grupo se 

llama a veces grupo modular. 

Sea G = <a> el grupo cíclico engendrado por a. Probar que cada subgrupo de G es cíclico. 

(No se supone que G es finito.) 

Sea G un grupo finito de orden n y sea G’ un subgrupo de orden m. Probar que min (Teorema 

de Lagrange). Deducir que el orden de cada elemento de G divide a n. 

6. Sea G un grupo de orden 6 con elemento identidad e. Probar que o G es cíclico, o existen dos 
elementos a y b de G tales que 


4 


5 


= (a, a’, a?, b, ab, a?b), 


con a? = b? = e. ¿Cuál de estos elementos es ba? 

Una tabla de grupo para un grupo finito G = {a,,. slits an} de orden n es una matriz n X n 
cuyo elemento ij-ésimo es a,a;. Si aja; = e, probar que a; a; = e. Con otras palabras, el elemento 
identidad se halla colocado en la tabla de forma simétrica. Deducir que, si n es par, la ecuación 
x? = e tiene un número par de soluciones. 

Generalización del ejercicio 7. Si f(p) designa el número de soluciones de la ecuación x? = e, 
en donde p es un divisor primo de n, el orden de G, probar que p|f(p) (Teorema de Cauchy). 
[Indicación: Considerar el conjunto S de p-plas ordenadas (a,,. . ., ap) tales que a;¢ Gy a,...ap = 
= e. Existen n?1 p-plas en S. Llamamos dos de tales p-plas equivalentes si una es una per- 
mutación cíclica de la otra. Probar que f(p) clases de equivalencia contienen exactamente 
un elemento y que cada una de las otras contiene exactamente p elementos. Contar el número 
de elementos de S de dos formas y deducir que pif(p).] 


7 
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9. Sea G un grupo finito de orden ». Probar que n es impar si, y sólo si, cada elemento de G es 

un cuadrado. Esto es, si para cada elemento a de G existe un elemento b de G tal que a = b?. 

10. Establecer y demostrar una generalización del ejercicio 9 en el que la condición «n es impar» 
se substituye por «n es primo con k» para un k > 2, 

11. Sea G un grupo finito de orden n, y sea S un subconjunto que contenga más de n/2 elementos 
de G. Probar que para cada g de G existen elementos a y b de S tales que ab = g. 

12. Sean G un grupo y S un subconjunto de n elementos distintos de G con la propiedad: a € S im- 
plica a-'¢ S. Consideremos los n? productos (no necesariamente distintos) de la forma ab, 
en donde ae S y be S. Probar que a lo sumo n(n — 1)/2 de estos productos pertenecen a S. 

13. Sean f,,..., fm los caracteres de un grupo finito G de orden m, y sea a un elemento de G de 
orden n. El teorema 6.7 establece que cada elemento f;(a) es una raíz n-ésima de la unidad. 
Probar que cada raíz n-ésima de la unidad aparece con la misma frecuencia entre los números 
f(a), . .-, Sma). Undicacién: Calcular la suma 


y y fíat)e” 2rik/n 


r=1k=1 


de dos formas para determinar el número de veces que se presenta e*#/'",] 

14. Construir tablas que muestren los valores de todos los caracteres de Dirichlet mod k para 
k =8, 9 y 10. 

15. Sea y un carácter no principal mod k. Probar que, para todo par de enteros a, b con a < b 
tenemos 


1 








b 
2 x(n) 


16. Sea y un carácter real mod k, entonces y(n) = + 1 o 0 para cada n, luego la suma 


k 


S= Y nxn) 


n=1 


es un entero, Este ejercicio prueba que 125= 0 (mod k). 


(a) Si (a, k) = 1 probar que ay(a)S= S (mod k). 
(b) Escribir k = 2%g en donde q es impar. Probar que existe un entero a con (a, k) = 1 tal 
que a= 3 (mod 2°) y a= 2 (mod q). Utilizar entonces (a) para deducir que 125= 0 (mod k). 
17. Una función aritmética f se llama periódica mod k sik > 0 y f(m) = f (n) cuando m= n (mod k). 
El entero k se llama el período de f. 
(a) Si f es periódica mod k, probar que f admite un período positivo mínimo kọ y que kolk. 
(b) Sea f periódica y completamente multiplicativa, y sea k el menor período positivo de f. 
Probar que f(n) = 0 si (n, k) > 1. Esto prueba que f es un carácter de Dirichlet mod k. 
18. (a) Sea f un carácter de Dirichlet mod k. Si k carece de cuadrado, probar que k es el menor 
período positivo de f. 
(b) Dar un ejemplo de un carácter de Dirichlet mod k tal que k no sea el menor período po- 
sitivo de f. 


Capítulo 7 


Teorema de Dirichlet relativo 
a los primos que se encuentran 
en progresiones aritméticas 


7.1 INTRODUCCIÓN 


La progresión aritmética de los números impares 1, 3, 5,..., 2n + 1,... con- 
tiene una infinidad de números primos. Es natural preguntarse si otras progresio- 
nes aritméticas poseen esta propiedad. Una progresión aritmética de primer tér- 
mino h y diferencia k consta de todos los números de la forma 


(1) kn + h,n = 0, 1,2,... 


Si h y k poseen un divisor d común, cada término de la progresión es divisible 
por d y, la progresión no podrá contener más de un primo si d < 1. Con otras pa- 
labras, una condición necesaria para la existencia de infinitos primos en la pro- 
gresión aritmética (1) es que (h, k) = 1. Dirichlet fue el primero que demostró 
que esta condición también es suficiente. Es decir, si (h,k) = 1, la progresión 
aritmética (1) contiene una infinidad de primos. Este resultado se conoce con el 
nombre de teorema de Dirichlet y lo demostraremos en este capítulo. 
Recordemos que Euler demostró la existencia de una infinidad de números 
primos probando que la serie > p~, extendida a todos los primos, diverge. La 
idea de Dirichlet consiste en demostrar un teorema análogo cuando los primos 
se hallan obligados a pertenecer a la progresión dada (1). En una famosa memoria 
[15] publicada en 1837 Dirichlet alcanzó este objetivo por métodos analíticos in- 
geniosos. Posteriormente la demostración fue simplificada por varios autores. La 
versión que damos en este capítulo se basa en una demostración de Harold N. 
Shapiro publicada en 1950 y se refiere, no a la serie > p”?, sino a la serie > p~! log p. 
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En primer lugar probaremos que, para ciertas progresiones especiales, es fácil 
demostrar el teorema de Dirichlet modificando la demostración de Euclides relativa 
a la infinidad de los números primos. 


7.2 TEOREMA DE DIRICHLET PARA PRIMOS DE LA FORMA 
4n —1Y4n+1 


Teorema 7.1 Existen infinitos primos de la forma 4n — 1. 


DEMOSTRACIÓN. Razonamos por contradicción. Suponemos que sólo existe un 
número finito de tales primos; sea p el mayor de ellos, y consideremos el entero 


N=2?*.3.5...p-1. 
El producto 3-5... p contiene todos los primos impares < p como factores. 
Puesto que N es de la forma 4n — 1 no puede ser primo ya que N > p. Ningún 
primo < p divide a N, por lo que todos los factores primos de N exceden a p. Pero 
no es posible que todos los factores primos de N sean de la forma 4n + 1 puesto 


que el producto de dos de tales números es de la misma forma. Luego algún factor 
primo de N debe ser de la forma 4n — 1. Esto constituye una contradicción. O 


Utilizaremos un tipo diferente de razonamiento para los primos de la forma 
4n + 1. 


Teorema 7.2 Existe una infinidad de primos de la forma 4n + 1. 


DEMOSTRACIÓN. Sea N un entero > 1. Probaremos que existe un primo p > N 
tal que p = 1 (mod 4). Sea 


m = (NI? + 1. 


Obsérvese que m es impar, m > 1. Sea p el menor divisor de primo m. Ninguno 
de los números 2, 3, ..., N divide a m, luego p > N. Además tenemos 


(N!)? = —1 (mod p). 
Elevando ambos miembros a la potencia (p — 1)/2 obtenemos 
(N 1P! = (-1)07 1? (mod p). 


Pero (N!)’+ = 1 (mod p) por el teorema de Euler-Fermat, luego 


Teorema de Dirichlet 185 


(- 140% = 1 (mod p). 


Ahora tenemos que la diferencia (— 1) 9-02 — 1 es 0 o — 2, y no puede ser — 2 
puesto que es divisible por p, por lo que debe ser 0. Esto es, 


(- 1)e- Da = 1. 


Pero esto significa que (p — 1)/2 es par, luego p = 1 (mod 4). Con otras palabras, 
hemos demostrado que, para cada entero N > 1, existe un primo p>WN tal que 
p = 1 (mod 4). Por consiguiente existe una infinidad de primos de la forma 4n + 1. O 


Razonamientos simples como los dados para los primos de la forma 4n — 1 y 
4n + 1 se pueden adaptar para tratar otras progresiones aritméticas especiales, tales 
como 5n — 1, 8n — 1, 8n — 3 y 8n + 3 (ver Sierpinski [67]), sin embargo no se 
ha encontrado ninguna demostración simple que sirva para la progresión general 
kn + h. 


7.3 PLAN DE LA DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 
DE DIRICHLET 


En el teorema 4.10 obtuvimos la fórmula asintótica 


(2) y 2087 log x + O(1), 


psx 


en donde la suma esta extendida a todos los primos p < x. Probaremos el teorema 
de Dirichlet como consecuencia de la siguiente fórmula asintótica relacionada con 


la anterior. 


Teorema 7.3 Si k>0 y (h,k) = 1, tenemos, para todo x> l, 


log p 1 
(3) —= = — log x + 0(1), 
2 p pee 
p=h (modk) 


en donde la suma se halla extendida a aquellos primos p < x que son congruentes 
con h mod k. 

Puesto que log x —> co cuando x —- œ, esta relación implica que existe una 
infinidad de primos p = h (mod k), luego una infinidad en la progresión nk + h, 
=O, 2 aac 
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Obsérvese que el término principal de la derecha de (3) es independiente de A. 
Por consiguiente (3) no sólo implica el teorema de Dirichlet sino que prueba además 
que los primos en cada una de las p(k) clases de restos reducidos mod k, tienen la 
misma participación en el término principal de (2). 

La demostración del teorema 7.3 se presentará a través de una sucesión de 
lemas que hemos colocado juntos en esta sección para poner de relieve el plan de 
la demostración. A lo largo del capítulo adoptaremos la siguiente notación. 

El entero positivo k representa un módulo fijo, y A un entero fijo primo con k. 
Los p(k) caracteres de Dirichlet mod k se designarán por 


Xis Xaver Xo(k) 


en donde y, designa el carácter principal. Para y # x, escribimos L(1, y) y L'(1, x) 
para designar las sumas de las siguientes series: 


“y= y Y 


n 


> 


a 


| 
LU, È pos n 


La convergencia de cada una de estas series se estableció en el teorema 6.18. Ade- 
más, en el teorema 6.20 se estableció que L(1, y) # 0 si y es una función real. El 


símbolo p designa un primo, y >,—, designa la suma extendida a todos los pri- 
mos p< x. 


Lema 7.4 Para cada x > 1 tenemos 


logp_ 1 © X-(p)log p 
pat EA x+— Y zh + O(1 
Xp oH” a 22 + ON. 
p=h (modk) 


Es claro que el lema 7.4 implica el teorema 7.3 si probamos que 


(4) D meer = 0(1) 


psx 


para cada y # y, El lema que sigue expresa esta suma en una forma que no 
está extendida a los primos. 
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Lema 7.5 Para x>1 y x Æ y, tenemos 


x(p)log p = —L'(1,x) Y ase + O(1). 


psx p nsx 
Por consiguiente el lema 7.5 implicara (4) si demostramos que 


(5) y po) = O(1). 


nsx 


Esto, a su vez, se deducirá del siguiente lema. 


Lema 7.6 Para x>1 y % # y, tenemos 


6) La, 9 E A = om, 


nsx 


Si L(1, y) 4 0 podemos eliminar L(1, y) en (6) a fin de obtener (5). Por con- 
siguiente, la demostración del teorema de Dirichlet depende en última instancia 
de la no anulación de L(1, y) para todo y 4 %ı. Como ya hemos hecho notar, en 
el teorema 6.20 se demostró este resultado para y real 4 y,, por lo que únicamente 
debemos demostrar que L(1, y) 4 0 para y # y, tanto si toma valores reales como 
complejos. 

A este fin sea N(k) el número de caracteres no principales y mod k tales que 
L(1, x) = 0. Si L(1, y) = 0 entonces L(1, 7) = 0 y x # x puesto que x no es real. 
Por consiguiente los caracteres y para los que L(l, y) = 0 intervienen por pares 
conjugados, luego N(k) es par. Nuestro propósito consiste en demostrar que N(k)=0, 
y esto se deduce de la fórmula asintótica que sigue. 


Lema 7.7 Para x> 1 tenemos 


logp 1—NQ&) 
— = —_—. 1). 
(7) EN > ab) log x + O(1) 


psx 
p=1 (modk) 


Si N(k) # 0 entonces N(k) = 2 ya que N(k) es par, luego el coeficiente de log x 
en (7) es negativo y en el segundo el miembro tiende a — co cuando x > co, Esto 
es una contradicción ya que todos los términos del primer miembro son positivos. 
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Por consiguiente el lema 7.7 implica N(k) = 0. La demostración del lema 7.7 a su 
vez, se basa en la siguiente fórmula asintótica. 


Lema 7.8 Si y # yı y L(, y) =0 tenemos 


oy Monn) anise) J 


nsx 


= log x + O(1). 


7.4 DEMOSTRACIÓN DEL LEMA 7.4 


Para probar el lema 7.4 empezamos por la fórmula asintótica mencionada an- 
teriormente, 


lo 
(2) y “EP = log x + 0(1) 
psx p 
y extraemos aquellos términos de la suma que provienen de los primos p = h (mod k). 


La extracción se efectúa con la ayuda de la relación de ortogonalidad para carac- 
teres de Dirichlet, tal como expresa el teorema 6.16: 


olk) i m= 
olk) si m =n (mod k), 
2 XA m)z,(n) = h simán (mod k). 
Esto es válido para (n, k) = 1. Tomamos m = p y n = h, en donde (h, k) = 1, y 


multiplicamos los dos miembros por p”* log p y sumamos para todo p < x para 
obtener 


p(k) l 
(8) Y Y lA EP aoe y S, 
p<xr=1 psx p 


p=h (modk) 


En la suma de la izquierda aislamos aquellos términos que contienen únicamente 
el carácter principal y, y escribimos (8) en la forma 


log p l olk) (p) 
O ot) g MEP = guy ZOE S zm y MEP, 
salian > sia P PRY p 


Ahora bien 7,(h) = 1 y x,(p) = 0 a menos que (p, k) = 1, en cuyo caso 7,(p) = 1. 
Por lo tanto el primer término del segundo miembro de (9) viene dado por 
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log p lo lo lo 
(10) y 2. Y 38 E BER La 
psx p psx p psx p psx p 
‘p,k)=1 plk 


puesto que sólo existe un número finito de primos que divida a k. Combinando 
(10) con (9) obtenemos 


l l 
o y 2P y2} a zm y MPEP + 01 


psx p psx psx 
p=h (modk) 


Utilizando (2) y dividiendo por p(k) obtenemos el lema 7.4. O 


7.5 DEMOSTRACIÓN DEL LEMA 7.5 


Empezaremos con la suma 


x(n)A(n) 

nsx A i 
en donde A(n) es la función de Mangoldt, y expresaremos esta suma de dos formas 
diferentes. En primer lugar observamos que la definición de A(n) nos proporciona 


x(n)A(n) _ > xp°)log p 
2 n 2 i p° l 
posx 


Separamos los términos con a = 1 y escribimos 


(11) $ soe =y xp)log Pp , y y ETA 
nsx psx di os p 


La segunda suma de la derecha está acotada superiormente por 








z log p < logn _ 
perly- Sa D Amea 


n=2 n(n 


con lo que (11) nos da 


y xMpJog p _ y AA) wew + O(1). 


psx p nsx 


(12) 
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Ahora recordamos que A(n) = Žan (d) log (n/d), luego 
n)A(n n 
y XA) _ sE x HOS dios’. 
nsx n nsx din 


En la última suma escribimos n = cd y utilizamos la propiedad multiplicativa de y 
para obtener 


(13) y AA) a = E Bons x(c)log c 
nsx dsx c<xjd c 


Dado que x/d > 1, en la suma respecto de c podemos utilizar la fórmula (10) del 
teorema 6.18 para obtener 





XMc)loge _ _ Oia of x), 


cSx/d c x/d 


La ecuación (13) se convierte ahora en 





A 1 
(14) yo. = -LLDE Hone 4 Az EE e), 


dsx d x/d 


nsx 


La suma del O-término es 


= LS dog x — log d) == + (Calle x- » log a) = 0(1) 


X dsx 


puesto que 


Y log d = log[x]! = x log x + O(x). 


dsx 


Por lo tanto (14) se transforma en 


y A ra, og LO on 
n dsx d 


nsx 


que, con (12), prueba el lema 7.5. 
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7.6 DEMOSTRACIÓN DEL LEMA 7.6 


Utilizamos la fórmula de inversión de Möbius generalizada demostrada en el 
teorema 2.23 que establece que, si « es completamente multiplicativo, tenemos 


(15) G(x) = Estr(*) si, y sólo si F(x) = Esto). 


nsx nsx 


Hacemos «(n) = y(n) y F(x) =x para obtener 


(16) x= Y anno) 


nsx 


en donde 


Ge) = Yami y Y, 
nsx n 


nsx n 


Por la ecuación (9) del teorema 6.18 podemos escribir G(x) = xL(1, 1) + O(1). 
Utilizamos este resultado en (16) y hallamos 


x= Eso L0, D + OD} 0,0 E MM +. oF 
nsx 


nsx 


Ahora dividimos por x para obtener el lema 7.6. O 


7.7 DEMOSTRACIÓN DEL LEMA 7.8 
Probaremos el lema 7.8 y lo utilizaremos para demostrar el lema 7.7. De nuevo 


haremos uso de la fórmula de inversión de Möbius generalizada (15). Esta vez 
tomamos F(x) = x log x para obtener 


(17) xlogx = ) unn) 


nsx 


en donde 


192 Teorema de Dirichlet 


G(x) = 2 x(n) ~ ~ log x vlogs 5 a "> xnjlog n 


nsx n nsx n 


Ahora utilizamos las fórmulas (9) y (10) del teorema 6.18 para conseguir 


A xf LA, x) + al); + «La, x) + o( 28 nery) 


= xL'(1, x) + O(log x) 


ya que hemos supuesto que L(1, y) = 0. Por lo que (17) nos da 


xlogx = Y uoo Li, y) + o( tog 5) 


nsx 


= xL‘(1, 9} ——— ain > dE, Y (log x — log ») 


nsx 


Hemos observado ya que el O-término de la derecha es O(x) (ver la demostración 
del lema 7.5). Por lo tanto tenemos 


x log x =xL “(1,1 Y Amado) + O(x), 


nsx 


y cuando dividimos por x obtenemos el lema 7.8. O 


7.8 DEMOSTRACIÓN DEL LEMA 7.7 


Utilizamos el lema 7.4 con h = 1 para conseguir 


logp 1 1 © - xlp)log p 
18 x+ + O(1). 
ie yam + A 
p=1 (modk) 


En la suma relativa a p de la derecha utilizamos el lema 7.5 que establece 
(p)lo: ; nx (n 
y PLE 0,19 7 O + ow, 
psx x 


Si L(1, z,) 4 0 el lema 7.6 prueba que el miembro de la derecha de (18) es O(1). 
Pero si L(1, x,) = 0 entonces el lema 7.8 implica 
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y Amt) Ae) 


nsx 


1, X) —log x + O(1). 


Por consiguiente la suma de la derecha de (18) es 
: {—N(k)log x + O(1)} 
(k) á 


luego (18) se transforma en 


logp 1 — N(k) 
ES eee 1). 
> oh) og x + O(1) 


psx 
p=1 (modk) 


Esto demuestra el lema 7.7 y por consiguiente demuestra también el teorema 7.3. OO 


Como hemos observado anteriormente, el teorema 7.3 implica el teorema de 
Dirichlet: 


Teorema 7.9 Sik>0 y (h, k) = 1, existe una infinidad de primos en la pro- 
gresión aritmética nk + h, n=0,1,2,... 


7.9 DISTRIBUCION DE PRIMOS EN PROGRESIONES 
ARITMETICAS 


Sik>0y (a, k) = 1, sea 


T(x) = y E 


psx 
p=a (modk) 


La función z,(x) cuenta el número de primos < x en la progresión nk + a, 
n=0,1,2,... El teorema de Dirichlet prueba que z,(x) =- co cuando x > oo" 
Existe además un teorema del número primo para progresiones aritméticas que 
establece que 


Tx) _ 1 


WD pilings O a 


(19) T(x) ~ 


si (a, k) = 1. En [44] se exponen las líneas generales de una demostración de (19). 
La fórmula del teorema 7.3, 
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l 1 
208 P = — log x + O(1). 


sx P p(k) 


P 
p=h (modk) 


sugiere el teorema del número primo para progresiones. Dado que la parte prin- 
cipal es independiente de h, los primos aparecen igualmente repartidos entre las 
p(k) clases residuales reducidas mod k, y (19) establece con precisión este hecho. 


Concluiremos este capítulo dando otra formulación del teorema del número 
primo para progresiones aritméticas. 


Teorema 7.10 Si la relación 


(20) nd) ~ ma oe 


se verifica para todo entero primo con k, entonces 
(21) T(x) ~ m(x) cuando x > © 
siempre que (a, k) = (b, k) = 1. Reciprocamente, (21) implica (20). 


DEMOSTRACIÓN. Es claro que (20) implica (21). Para demostrar el recíproco 
suponemos que se verifica (21) y que A(k) designa el número de primos que dividen 
a k. Si x > k tenemos 


T(x)= Y 1=A(k)+ Y 1 


psx psx 


přk 
k k 
=A(k)+ Y Y 1=AK+ Y max). 
ge aii abi 


Por consiguiente 





n(x) — AM) _ & adx) 


m(x) azı T(x) i 
(a,k)=1 


Por (21) cada término de la suma tiende a 1 cuando x —> oo, luego la suma tiende 
a p(k). Luego 
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nix) _ AW 
m(x) m(x) 





> ọ(k) cuando x > oo. 


Pero A(k)/m,(x)— 0 luego x(x)/2,(x) > p(k), que prueba (20). O 


Ejercicios del capítulo 7 


En los ejercicios del 1 al 4, h y k son enteros positivos dados, (h, k) = 1, y 
A(h, k) es la progresión aritmética A(h, k) = {h + kx: x = 0, 1,2, ...). Los ejer- 
cicios del 1 al 4 deben resolverse sin utilizar el teorema de Dirichlet. 


1. Probar que, para cada entero n > 1, A(h, k) contiene una infinidad de números primos con n 

2. Probar que A(h, k) contiene un subconjunto infinito {a}, @,...} tal que (a, a) =1 si iA j. 

3. Probar que A(h, k) contiene un subconjunto infinito que forma una progresión geométrica 
(un conjunto de números de la forma ar", n = 0, 1, 2...). Ello implica que A(h, k) contiene 
una infinidad de números que tienen los mismos factores primos. 

4. Sea S un subconjunto infinito de A(h, k). Probar que para cada entero positivo n existe un nú- 
mero en A(h, k) que se puede expresar como producto de más de n elementos distintos de S. 

5. El teorema de Dirichlet implica la siguiente afirmación: Si A y k > 0 son dos enteros tales que 
(h, k) = 1, entonces por lo menos existe un primo de la forma kn + h. Probar que esta afirma- 
ción implica también el teorema de Dirichlet. 

6. Si (h, k) = 1, k > 0, probar que existe una constante A (que depende de A y de k) tal que, si 
> 2, 


1 1 1 
— = — log lo x+4+0() 
A p 9k) oe log x 

p=h (modk) 


7. Construir un conjunto infinito S de números primos que verifique la siguiente propiedad: Si 
peS y q€S entonces (Hp — 1), Ha — 1)) = (p, q— 1) = (p— 1, q) = 1. 

8. Sea fun polinomio de grado n> 1 con coeficientes enteros que verifique la siguiente propiedad: 
Para cada primo p existe un primo q y un entero mtales que f(p)=q"”. Probar que g=p, m=n 
y f(x) = x" para todo x. [Indicación: Si q Æ p, entonces q”*! divide a f(p + tg™**) —f(p) para 
cada t= 1, 2,...] 


Capítulo 8 


Funciones aritméticas 
periódicas y sumas 


de Gauss 


8.1 FUNCIONES PERIÓDICAS MÓDULO k 


Sea k un entero positivo. Una función aritmética f se llama periódica de pe- 
ríodo k (o periódica módulo k) si 


fín + k) = fín) 


para todo entero n. Si k es un período lo es mk para todo entero m > 0. El menor 
periodo positivo de f se llama el periodo fundamental. 

Las funciones periódicas han aparecido ya en capítulos anteriores. Por ejemplo, 
los caracteres de Dirichlet mod k son periódicos mod k. Un ejemplo simple es el 
máximo común divisor (n, k) considerado como función de n. La periodicidad se 
introduce a través de la relación 


(n + k, k) = (n, k). 
Otro ejemplo es la función exponencial 
fín) = e2nimn/k 


en donde m y k son enteros fijos. El número e2*"/* es una raíz k-ésima de la uni- 
dad y f(n) es su n-ésima potencia. Toda combinación lineal finita de tales funciones, 


E c(m)e? nimn/k 
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también es periódica mod k para cada elección de los coeficientes c(m). Nuestro 
primer propósito consiste en demostrar que cada función aritmética periódica mod k 
se puede expresar como una combinación lineal de este tipo. Estas sumas se llaman 
series finitas de Fourier. Empezaremos este análisis con un ejemplo simple pero 
importante conocido con el nombre de suma geométrica. 


Teorema 8.1 Para k > 1 fijado, sea 


k-1 
g(n) ii Y e?rimnjk 


m=0 


Entonces 


(n) 0 siktn, 
nj = 
p k si kin. 


DEMOSTRACIÓN. Dado que g(m) es la suma de los términos de una progresión 
geométrica, 


k-1 
gn) = Y x”, 
m=0 


en donde x = e%'/* tenemos 


k 


Ma si x # 1 
gin) =¿x-—1 i 
k 


si x= k 


Pero x* = 1, y x =1 si, y sólo si, k|n, luego el teorema queda demostrado. O 


8.2 EXISTENCIA DE SERIES FINITAS DE FOURIER PARA 
FUNCIONES ARITMÉTICAS PERIÓDICAS 


Utilizaremos la fórmula de interpolación polinómica de Lagrange para demos- 
trar que cada función aritmética periódica posee un desarrollo finito de Fourier. 


Teorema 8.2 Teorema de interpolación de Lagrange. Sean Zo, Zi, ..., Zy-1 K 
números complejos distintos, y sean Wo, Wy, ..., Wx- k números complejos no nece- 
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sariamente distintos. Entonces existe un único polinomio P(z) de grado < k — 1 
tal que 


P(Zm) = Wm para m=0,1,2,...,k—1. 


DEMOSTRACIÓN. El polinomio requerido P(z), llamado polinomio de interpo- 
lación de Lagrange, se puede construir explícitamente como sigue. Sea 


A(z) = (2 — Zo)(z — 21) --- (Z — zx - 1) 
y sea 





Entonces A,,(z) es un polinomio de grado k — 1 con las propiedades siguientes: 
AmkZm) # 0, Amkzj)=0 si j #m. 


Por lo tanto A,,(Z)/Am(Zm) es un polinomio de grado k — 1 que se anula en cada z, 
para j # m, y que toma el valor 1 en z,,. Por consiguiente la combinación lineal 


k-1 A (z) 

P(z)= Y w,——~ 

2, Am(Zm) 
es un polinomio de grado < k — 1 con P(z,) = w, para cada j. Si existiese otro 
polinomio Q(z) como éste, la diferencia P(z) — Q(z) se anularía en k puntos dis- 
tintos, luego P(z) = Q(z) ya que ambos polinomios tienen grado < k — 1. O 


Ahora elegimos como números Zp, Z}, ..., Z,- las raíces k-ésimas de la unidad 
0 “1 k-1 
y obtenemos: 


Teorema 8.3 Dados k números complejos Wo, Wy, ..., Wy, existen k números 
complejos univocamente determinados ay, Ay, ..., Ay, tales que 


k=} 
(1) We = ner 
o 


para m = 0, 1,2, ...,k — 1. Además, los coeficientes a, vienen expresados por la 
fórmula 
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1 
(2) Eo cm aran 0,1, 2; ..k-=l 


DEMOSTRACIÓN. Sea Zm = e?""* Los números Zp, Zy ..., Z;- Son distintos, 
luego existe un único polinomio de Lagrange 


et 
P(z) = Y a, 2" 


n=0 


tal que P(Zm) = Wm para cada m = 0, 1, 1, ...,k — 1. Ello demuestra que existen 
números a, univocamente determinados, que verifican (1). Para deducir la fórmula (2) 
para a, multiplicamos ambos miembros de (1) por e-2”"/*, en donde m y r son 
enteros no negativos menores que k, y sumando respecto a m obtenemos 


k-1 


+ Wm e7 2mimr/k — $ an E e2ni(n— r)mjk 


m=0 n=0 m=0 


Por el teorema 8.1, la suma respecto a m es 0 a menos que k|( — r). Pero |n — r| < 
< k —1 luego k|(n — r) si, y sólo si, n = r. Por consiguiente los únicos términos 
que no se anulan en el miembro de la derecha aparecen cuando n = r y obtenemos 


k=] 


ry Wme 2nimr/k _ = ka,. 


m=0 
Esta ecuación nos da (2). a 


Teorema 8.4 Sea f una función aritmética periódica mod k. Entonces existe 
una función aritmética g univocamente determinada, también periódica mod k, tal que 


k-1 


f(m) ‘as = g(n)e2rimn’k. 


n=0 


De hecho g viene expresada por la fórmula 


g(n) =; T SF, 


k m=o 
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DEMOSTRACIÓN. Sea w,, =.f(m) para m=0,1,2,...,k — 1 y apliquemos el 
teorema 3.8 para determinar los números dp, 4,, ..., 4z-,. Definimos la función g 
por medio de las relaciones g(m) = am para m = Q, 1, 2, ...,k — 1 y extendemos 
la definición de g(m) a todos los enteros m por periodicidad mod k. Entonces f 
se halla relacionada con g por las ecuaciones del teorema. O 


Nota. Puesto que tanto f como g son periódicas mod k podemos escribir 
las sumas del teorema 8.4 como sigue: 


(3) Jim) = Y glnje?rimn* 
nmod k 

y 

(4) a(n) == E Sentra, 


En cada caso la suma se puede extender a un sistema residual completo mod k. 
La suma de (3) se llama desarrollo finito de Fourier de f y los números g(n) defi- 
nidos por (4) se llaman coeficientes de Fourier de f. 


8.3 SUMA DE RAMANUJAN Y GENERALIZACIONES 


En el ejercicio 2.14(b) hemos demostrado que la función de Möbius p(k) es la 
suma de la k-ésimas raíces primitivas de la unidad. En esta sección generalizaremos 
este resultado. Concretando, sea n un entero positivo prefijado y consideremos la 
suma de las potencias n-ésimas de las raíces primitivas k-ésimas de la unidad. Esta 
suma se conoce como suma de Ramanujan y se designa c,(n): 


c,(n) a D5 e? nimnjk 


mmodk 
(m,k)=1 


Ya hemos indicado que, cuando n = 1, esta suma se reduce a la función de Möbius, 
ulk) = ¢,(1). 


Cuando k|n la suma se reduce a la función p de Euler ya que cada término es 1 
y el número de términos es p(k). Ramanujan demostró que c,(m) es siempre un 
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entero y que posee propiedades multiplicativas interesantes. Dedujo estos hechos 
de la relación 


(5) cn) = Y a£) 


d|(n, k) 


Esta fórmula muestra como de c,(n) se llega a p(k) y a p(k). En efecto, cuando n = 1 
sólo existe un término en la suma y obtenemos c,(1) = a(k). Y cuando k|n tene- 
mos (n,k) =k y e(n) = Žan du(k/d) = p(k). Deduciremos (5) como un caso 
especial de un resultado mas general (teorema 8.5). 

La fórmula (5) para c,(m) sugiere estudiar sumas generales de la forma 


(6) E, saf). 


dlín, k) 


Éstas se parecen a las sumas de la convolución de Dirichlet f» g excepto que la 
suma se halla extendida a un subconjunto de los divisores de k, a saber a los d que 
también dividen a n. 

La suma de (6) la designamos por s;(1). Puesto que n sólo interviene en el mcd 
(n, k) tenemos 


s(n + k) = siln) 


por lo tanto s(n) es una función periódica de n,de período k. Luego esta suma 
admite un desarrollo finito de Fourier. El teorema que sigue nos dice que sus coe- 
ficientes de Fourier vienen dados por una suma del mismo tipo. 


Teorema 8.5 Sea 5,(n) = dain, 1) M(d)g(k/d). Entonces s,(n) admite el desarrollo 
finito de Fourier 


(7) sn) = Y almera 
mmod k 
en donde 
k\d 
(8) a,(m) = nest (5) E 


DEMOSTRACIÓN. Por el teorema 8.4, los coeficientes a,(m) se obtienen por 
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ajm) = Y me 2 


k nmodk 
1 


LE gram 


Ahora escribimos n = cd y observamos que, para cada d, el índice c recorre los 
valores de 1 a k/d y obtenemos 


k/d 


a,(m) = P E i). y e7 ?micdm/k 


=1 


Ahora substituimos k/d por d en la suma de la derecha para obtener 


1 k 4 3 
a,(m) = k 2 s(a $ e-em 


Pero, en virtud del teorema 8.1 la suma relativa a c es 0 salvo para d|m en cuyo 
caso la suma vale d. Luego 


am) = p f G ¿Juas 


que prueba (8). O 


Ahora, particularizando f y g, obtenemos la fórmula de la suma de Ramanujan 
mencionada anteriormente. 


Teorema 8.6 Tenemos 


k 
cn = Y ad) 
dl(n, k) 


DEMOSTRACIÓN. Haciendo f(k) =k y g(k) = n(k) en el teorema 8.5 resulta 


Edy) > E amen 
dl(n, k) 


m mod k 


en donde 
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1 | fl si(mk)=1, 
a 2, ia) = mal = lo si (m, k) > 1. 


Luego 
k 2nimn/k 
Y du rd ia Y e = cun). El 
ow Se 


8.4 PROPIEDADES MULTIPLICATIVAS DE LAS SUMAS s,(n) 


Teorema 8.7 Sea 
k 
sim = E fide( 5) 
d|(n, k) 


en donde f y g son multiplicativas. Entonces tenemos 
(9) Smk(ab) = S,(a)s,(b) siempre que (a, k) = (b, m) = 1. 


En particular es 


(10) Sm(ab) = s,(a) si (b, m) = 1, 
y 
(11) Smi(a) = Sp(a)g(k) si (a, k) = 1. 


DEMOSTRACIÓN. Las relaciones (a, k) = (b, m) = 1 implican (ver ejercicio 1.24) 


(mk, ab) = (a, m)(k, b) 


siendo (a, m) y (b, k) primos entre sí. Por consiguiente 


ma E Sal) = Esau) 


d|(mk, ab) d|(a, m)(b, k) 


Si, en la última suma, escribimos d = d,d, se obtiene 
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wen E Y sol.) 


d¡|(a, m) d>|(b, k) 


= ER amy.) Ly a+) = Smla)si(b). 


d,|(a,m) dal(b, k) 


Ello prueba (9). 
Si, en (9), hacemos k = 1 se obtiene 


Sm(@b) = Smla)si(b) = smla) 
ya que s,(b) = f(1)g(1) = 1. Esto prueba (10). Si hacemos b = 1 en (9) obtenemos 
Smk(@) = Smla)Jsi(1) = Sp(a)g(k) 
ya que s,(1) = f(1)g(k) = g(k). Esto demuestra (11). O 


EJEMPLO Aplicando la suma de Ramanujan obtenemos las siguientes propie- 
dades multiplicativas: 


Cmi lab) = c,,(a)c,(b) si (a, k) = (b, m) = 1, 
Cm(ab) = c,,(a) si (b, m) = 1, 
Cmika) = Cma)(k) si (a, k) =1. 


A veces las sumas s,(m) se pueden evaluar en términos de la convolución de 
Dirichlet f* g. A este respecto tenemos: 


Teorema 8.8 Sea f completamente multiplicativa, y sea g(k) =p(k)h(k), en 


donde h es multiplicativa. Supongamos que f(p) #0 y que f(p) + h(p) para todo 
primo p, y sea 


sin) = Y e) 
d\(n, k) 


Entonces tenemos 


F(k)g(N 
s(n) = RE, 





en donde F=fx*g y N = k|(n, k). 
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DEMOSTRACIÓN. Observemos en primer lugar 


h(d) 


k k k 
F(k) = Esad 5)H(5) -y s(¿Juana = sOy uara 
hp) 
= 0] I(1- -1 


A continuación hagamos a = (n, k), o sea que k = aN. Entonces tenemos 


s= ¥ rao Ea) = grod) 


= 5 1($) anwar. 
dla 


Pero u(Nd) = w(N)u(d) si (N, d) = 1, y (Nd) = 0 si (N, d) > 1, luego la última 


ecuación nos da 





sn) = MINN) Y sl Juana = SUN) E, nd) So 
(N, coe (N, >. 1 

hp) (1 - ra) 

= sion TI (1 - 7 2) - sema 22 J0) 

pla (p) n(1- z2) 

paN pIN f (p) 
7 F(k) F(N) _ FOQu(N)KN) _ FON) 

UNA FG) FIN) = FN) F(N) ` a 


Para sumas de Ramanujan obtenemos la siguiente simplificación: 


k 
rol) 
= : 


A) 


EJEMPLO 


ciln) = p(k)u(N)/e(N) = 
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8.5 SUMAS DE GAUSS ASOCIADAS A CARACTERES 
DE DIRICHLET 


Definición. Para todo caracter de Dirichlet y mod k, la suma 


k 
G(n, y) = Lame 


se llama suma de Gauss asociada a zy. 

Si y = y, es el carácter principal mod k, tenemos z,(m) = 1 si (m, k) = 1, y 
ya(m) = 0 en otro caso. Para este carácter la suma de Gauss se reduce a la suma de 
Ramanujan: 


k 
G(n, 11) = y p?rimnik = cu(n). 
eos 1 


Luego la suma de Gauss G(n, y) se puede considerar una generalización de la suma 
de Ramanujan. Ahora efectuamos un estudio detallado de sus propiedades. 

El primer resultado es una propiedad de factorización que juega un papel im- 
portante en todo el desarrollo subsiguiente. 


Teorema 8.9 Si y es un carácter de Dirichlet mod k, entonces 
G(n, x) = X(n)G(1, x) si (n, k) =1. 


DEMOSTRACIÓN. Cuando (n, k) = 1, los números nr recorren con r un sistema 
residual completo mod k. Además, | z(n)|*? = x(n) x(n) = 1, luego 


x(r) = X(n)x(n)x(r) = X(n)x(nr). 


Por consiguiente la suma que define G(n, y) se puede escribir como sigue: 


Gn, x)= Y ame?” = nm) 2 y(nr)e?"'"rik 
rmodk 


rmodk 


= x(n) Y x(me?™™* = Z(n)G(1, y). 


mmodk 


Esto demuestra el teorema. O 


Definición. La suma de Gauss G(n, y) se dice que es separable si 
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(12) G(n, x) = X(n)G(1, x). 


El teorema 8.9 nos dice que G(n, y) es separable si n es primo con el módulo k. 
Para los enteros n que no son primos con k tenemos el teorema que sigue. 


Teorema 8.10 Si y es un carácter mod k, la suma de Gauss G(n, y) es separable 


para cada n si, y sólo si, 


Gn, =0 si (n,k) > 1. 


DEMOSTRACIÓN. La separabilidad se verifica siempre si (n, k) = 1. Pero, si 
(n, k) > 1, tenemos x(n) =0, luego la ecuación (12) se verifica si, y sólo si 


G(n, q) = 0. O 
El teorema que sigue nos proporciona una consecuencia importante de la se- 


parabilidad. 


Teorema 8.11 Si G(n, y) es separable para cada n, entonces 


(13) IGU, yl = k. 


DEMOSTRACIÓN. Tenemos 
k 
IGU, Y? = GU, NG, y) = Gl, x) ¥ Z(m)e" ?rimih 
m=1 


k k 
—2nimj/k _ y >. x(rje?rimriko> 2mimjk 


m=1r=1 


M= im 


G(m, ye 
1 


k 
UPN re ee) =k, 
1 m=1 


~ 
'" 


ya que la última suma respecto a m es una suma geométrica que se anula salvo para 


O 


p=, 


8.6 CARACTERES DE DIRICHLET CON SUMAS 
DE GAUSS NO NULAS 


Para cada carácter y mod k hemos visto que G(n, y) es separable si (n, k) = 1, 
y que la separabilidad de G(n, y) es equivalente a la anulación de G(n, y) para 
(n, k) < 1. Ahora describiremos ciertas propiedades para los caracteres tales que 
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Gín, y) = 0 si (n, k) > 1. En realidad, es más simple estudiar el conjunto comple- 
mentario. El teorema que sigue da una condición necesaria para que G(n, y) no 
se anule para (n, k) > 1. 


Teorema 8.12 Sea y un carácter de Dirichlet mod k y supongamos que G(n, y) # 0 
para un n con la propiedad (n, k) > 1. Entonces existe un divisor d de k, d< k, 
tal que 


(14) y(a)=1 si (a,k) =1 y a=1 (mod d). 


DEMOSTRACIÓN. Para el n dado, sea q = (n, k) y sea d = k/q. Entonces d|k y, 
dado que q > 1, tenemos d < k. Elegimos un a que satisfaga (a, k) =1 y a=1 
(mod d). Probaremos que (a) = 1. 

Puesto que (a, k) = 1, en la suma que define G(n, y) reemplazamos los índices 
de sumación m por am y obtenemos 


G(n, x) = X y(m)e?"i™k = > x(am)e?”inaml* 


mmodk mmodk 


= x(a) $ A mje?rinamik 
mmod k 


Dado que a=1 (mod d) y d = k/d, podemos escribir a = 1 + (bk/q) para un 
cierto entero b, y tenemos 


anm nm P bknm _ nm bnm nm goai) 
k k gk k k 
ya que q|n. Luego e?inamik — g2anmik y la suma de G(n, y) se transforma en 


G(n, x) = x(a) Y, x(m)e?™™™* = x(a)G(n, y). 
mmodk 


Como G(n, y) + 0 esto implica que y(a) = 1, tal como habíamos afirmado. O 


El teorema que sigue nos lleva a considerar aquellos caracteres y mod k para 
los que existe un divisor d < k que satisface (14). Se tratan a continuación. 
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8.7 MÓDULOS INDUCIDOS Y CARACTERES PRIMITIVOS 


Definición de módulo inducido. Sea y un carácter de Dirichlet mod k y sea d 
un divisor positivo de k. El número d se llama módulo inducido por y si se tiene 


(15) y(a) =1 siempre que (a,k) =1 y a=1 (modd). 


En otras palabras, d es un módulo inducido si el carácter y mod k actúa como 
un carácter módulo d en los representantes de la clase de restos 1 mod d que son 
primos con k. Obsérvese que k es a su vez un módulo inducido por y. 


Teorema 8.13, Sea y un carácter de Dirichlet mod k. Entonces 1 es un módulo 
inducido por x si, y sólo si, % = %y. 


DEMOSTRACIÓN. Si y = y, entonces y(a) = 1 para todo a primo con k. Pero 
puesto que cada a satisface a = 1 (mod 1) el número 1 es un módulo inducido. 
Recíprocamente, si 1 es un módulo inducido, entonces z(a) = 1 siempre que 
(a, k) = 1, luego y = y, ya que x se anula en los números que no son primos 
con k. O 


Para cada carácter de Dirichlet mod k el módulo k es un módulo inducido. 
Si únicamente existe éste lo llamaremos carácter primitivo. Así pues, tenemos: 


Definición de caracteres primitivos. Un carácter de Dirichlet y mod k es pri- 
mitivo mod k si no existe ningún módulo inducido d < k. Con otras palabras, x 
es primitivo mod k si, y sólo si, para cada divisor d de k, 0 < d< k, existe un 
entero a = 1 (mod d), (a, k) = 1, tal que x(a) # 1. 

Si k > 1, el carácter principal y, no es primitivo ya que 1 es un módulo indu- 
cido. Ahora vemos que, si el módulo es primo, cada carácter no principal es pri- 
mitivo. 


Teorema 8.14 Cada carácter no principal y módulo un primo p es un carácter 
primitivo mod p. 


DEMOSTRACIÓN. Los únicos divisores de p son 1 y p, por lo tanto son los únicos 
candidatos para inducir módulos. Pero si y # x, el divisor 1 no es un módulo in- 
ducido, por lo tanto y carece de módulos inducidos < p. Luego y es primitivo. O 


Podemos dar nuevos enunciados a los resultados de los teoremas 8.10 a 8.12 
utilizando la terminología de los caracteres primitivos. 


Teorema 8.15 Sea y un carácter primitivo de Dirichlet mod k. Entonces tenemos: 
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(a) G(n, y) =0 para cada n con (n, k) > 1. 
(b) G(n, y) es separable para cada n. 
(e) |G(1, p? = k. 


DEMOSTRACIÓN. Si G(n, y) # 0 para algún n con (n, k)> 1 entonces el teo- 
rema 8.12 prueba que y posee un módulo inducido d < k, luego y no puede ser 
primitivo. Esto demuestra (a). 

La parte (b) se sigue de (a) y del teorema 8.10. La parte (c) se sigue de la parte (b) 
y del teorema 8.11. O 


Nota. El teorema 8.15(b) prueba que la suma de Gauss G(n, y) es separable 
si y es primitivo. En una sección posterior probaremos el recíproco. Es decir, si 
G(n, y) es separable para cada n, entonces y es primitivo. (Ver teorema 8.19.) 


8.8 OTRAS PROPIEDADES DE LOS MÓDULOS INDUCIDOS 


El teorema que sigue se refiere a la acción de y sobre números que son con- 
gruentes módulo un módulo inducido. 


Teorema 8.16 Sea x un carácter de Dirichlet mod k y supongamos d|k, d> 0. 
Entonces d es un módulo inducido por y si, y sólo si, 


(16) x(a) = y(b) siempre que (a, k) = (b, k) =1 y a =b (mod d). 


DEMOSTRACIÓN. Si (16) se verifica entonces d es un módulo inducido ya que 
podemos elegir b = 1 y recurrir a la ecuación (15). Ahora probaremos el recíproco. 

Elegimos a y b de forma que (a, k) = (b, k) = 1 y a = b (mod d). Probaremos 
que (a) = x(b). Sea a’ el recíproco de a mod k, aa’ = 1 (mod k). El recíproco 
existe porque (a, k) = 1. Ahora aa' = 1 (mod d) ya que d|k. Luego y(aa') = 1 
pues d es un módulo inducido. Pero aa’ = ba' = 1 (mod d) puesto que a = b 
(mod d), luego y(aa') = x(ba’), o sea que 


xla)x(a’) = x(b)x(a’). 


Pero y(a') 4 0 ya que y(a)y(a') = 1. Simplificando x(a’) obtenemos g(a) = z(b), y 
ello termina la demostración. O 


La ecuación (16) nos dice que y es periódico mod d sobre los enteros primos 
con k. Luego y actúa perfectamente como un carácter mod d. Para explorar más 
a fondo esta relación merece la pena considerar unos cuantos ejemplos. 
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EJEMPLO | La tabla que sigue describe uno de los caracteres y mod 9. 


n 1 2 3 4 5 6 7 Ss 9 


x(n) 1 —1 0 1 —1 0 1 —1 0 


Observemos que esta tabla es periódica módulo 3, luego 3 es un módulo inducido 
por y. En efecto, y actúa como el siguiente carácter y módulo 3: 


n 1 2 3 


y(n) 1 -1 0 


Como y(n) = »(n) para todo n, llamamos a y extensión de y. Es claro que 
si y es una extensión de un carácter y módulo d, entonces d es un módulo indu- 
cido por z. 


EJEMPLO 2 Ahora examinamos uno de los caracteres y módulo 6: 


n 1 2 3 4 s 6 


yn) 1 0 0 0 -1 0 


En este caso el número 3 es un módulo inducido porque y(n) = 1 para todo n = 1 
(mod 3) con (n, 6) = 1. (Sólo existe un n como éste, a saber, n = 1.) Sin embargo, 
y no es una extensión de un carácter y módulo 3, porque los únicos caracteres 
móduio 3 son los caracteres principales y,, dados por la tabla: 


n 1 2 3 


vir) 1 1 0 


y el carácter y presentado en el ejemplo 1. Puesto que y(2) = 0 no puede ser ni una 
extensión de y ni de y. 
Estos ejemplos vierten cierta luz sobre el próximo teorema. 
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Teorema 8.17 Sea y un carácter de Dirichlet módulo k y sea d|k, d <0. 
Las afirmaciones que siguen son equivalentes: 


(a) d es un módulo inducido por x. 
(b) Existe un carácter y módulo d tal que 


(17) Z0) =y(m)za(n) para todo n, 
en donde y, es el carácter principal módulo k. 


DEMOSTRACIÓN. Suponemos que (b) se verifica. Elegimos n que satisfaga 
(n,k) =1, n=1 (mod d). Entonces y(n) = y(n) = 1, luego y(n) =1 y por lo 
tanto d es un módulo inducido. Entonces (b) implica (a). 

Ahora suponemos que (a) se verifica. Mostraremos un carácter y módulo d para 
el cual (17) se verifica. Definimos y(n) como sigue: Si (n, d) > 1, sea y(n) =0. 
En este caso tenemos también (n, k) > 1, luego (17) se verifica porque ambos 
miembros son cero. 

Ahora suponemos que (n, d) = 1. Entonces existe un entero m tal que m =n 
(mod d), (m, k) = 1. Esto se puede demostrar directamente utilizando el teorema 
de Dirichlet. La progresión aritmética xd + n contiene una infinidad de primos. 
Elegimos uno que no divida a k y lo llamamos m. Sin embargo el resultado no es 
tan profundo; la existencia del número m se puede establecer fácilmente sin uti- 
lizar el teorema de Dirichlet. (Ver ejercicio 8.4 para otra demostración.) Habiendo 
elegido m, que es único módulo d, definimos 


Wn) = x(m). 


El número y(n) está bien definido porque y toma los mismos valores en los nú- 
meros que son congruentes módulo d y primos con k. 

El lector puede comprobar fácilmente que y es, verdaderamente, un carácter 
mod d. Veremos que la ecuación (17) se verifica para todo n. 

Si (n, k) = 1 entonces (n, d) = 1 luego y(n) = (m) para algún m = n (mod d). 
Luego, por el teorema 8.16, 


x(n) = x(m) = Yn) = v(n)x,(n) 
ya que y(n) = 1. 


Si (n, k) > 1, entonces y(n) = y(n) =0 y ambos miembros de (17) son 0. 
Luego, (17) vale para todo n. O 
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8.9 EL CONDUCTOR DE UN CARÁCTER 


Definición. Sea y un carácter de Dirichlet mod k. El menor módulo inducido d 
por y se llama conductor de y. 


Teorema 8.18 Cada carácter de Dirichlet y mod k se puede expresar como un 
producto, 


(18) x(n) = y(m) yi(m) para todo n, 


en donde y, es el carácter principal mod k y y es un carácter primitivo módulo el con- 
ductor de y. 


DEMOSTRACIÓN. Sea d el conductor de y. Por el teorema 8.17 sabemos que y 
se puede expresar como un producto de la forma (18), en donde y es un carácter 
mod d. Probaremos que y es primitivo mod d. 

Suponemos que y no es primitivo mod d y obtenemos una contradicción. Si y 
no es primitivo mod d existe un divisor g de d, q < d, que es un módulo inducido 
por y. Probaremos que este q, que divide a k, también es un módulo inducido por y, 
en contradicción con el hecho de que d es el menor módulo inducido por y. 

Elegimos n = 1 (mod q), (n, k) = 1. Entonces 


x(n) = W(n)x1(n) = Wn) = 1 


porque q es un módulo inducido por y. Luego q también es un módulo inducido 
por y y obtenemos una contradicción. O 


8.10 CARACTERES PRIMITIVOS Y SUMAS 
DE GAUSS SEPARABLES 


Como aplicación de los teoremas anteriores damos la siguiente descripción 
alternativa de carácter primitivo. 


Teorema 8.19 Sea y un carácter mod k. Entonces y es primitivo mod k si, y 
sólo si, la suma de Gauss j 


Gin, = Y xime? 


mmodk 


es separable para cada n. 
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DEMOSTRACIÓN. Si y es primitivo, entonces G(n, y) es separable por el teore- 
ma 8.15(b). Ahora probaremos el recíproco. 

En virtud de los teoremas 8.9 y 8.10 es suficiente probar que, si y no es pri- 
mitivo mod k, entonces para un r que satisfaga (r, k) > 1 tenemos G(r, y) # 0. 
Suponemos, entonces, que y no es primitivo mod k. Ello implica k > 1. Enton- 
ces y tiene un conductor d< k. Sea r = k/d. Entonces (r,k) > 1 y probaremos 
que G(r, x) # 0 para este r. Por el teorema 8.18 existe un carácter primitivo y mod d 
tal que y(n) = y(m)y,(n) para todo n. Por lo tanto podemos escribir 


Gtr, D= E Wmilmetmt= Y mer 
m mod k m mod k 
(m,k)=1 

= 2nim/d _ olk) 2nim/d 

a, me Od) ee, AM, 
a k)=1 (m,d)=1 


en donde en el último paso hemos utilizado el teorema 5.33(a). Por consiguiente 
tenemos 


Gr.) = 2e Gl, y). 


Pero |G(1, y)|? = d por el teorema 8.15 (ya que y es primitivo mod d) y por lo tanto 
G(r, x) # 0. Esto termina la demostración. 


8.11 LA SERIE FINITA DE FOURIER DE LOS 
CARACTERES DE DIRICHLET 


Puesto que cada carácter de Dirichlet y mod k es periódico mod k admite un 
desarrollo finito de Fourier 


k 
(19) x(m) = Y a,(n)e?""""'*, 


= 
y el teorema 8.4 nos dice que sus coeficientes vienen dados por la fórmula 


12 ; 
a,(n) o. i Zen 


La suma de la derecha es una suma de Gauss G(— n, y) luego tenemos 
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1 
(20) a,(n) = k G(—n, x). 


Cuando y es primitivo, el desarrollo de Fourier (19) se puede expresar como sigue: 


Teorema 8.20 El desarrollo finito de Fourier de un carácter de Dirichlet pri- 
mitivo mod k tiene la forma 


k 
Q1) x(m) = wt 2 ime 2nimn/k 
en donde 
(22) TAX ) = Gl, x) _ e 14 ph y(m)e? "mk, 


Jk Jk m=1 
Los números ti(x) tienen valor absoluto 1. 


DEMOSTRACIÓN. Como y es primitivo tenemos G(—n, x) = X(— MG, x) 
y (20) implica a(n) = X(— n)G(1, y)/k. Por consiguiente (19) se puede escribir 


G(1, x) 


1 
ssi) = 1-2 G(1, x) 


X bs nje?rimnik = ul 


= — 2nimn/k 
k xX(n)e A 


M> 
ier 


que es lo mismo que (21). El teorema 8.11 prueba que los números qt,(%) tienen 
valor absoluto 1. O 


8.12 DESIGUALDAD DE PÓLYA PARA SUMAS PARCIALES 
DE CARACTERES PRIMITIVOS 


La demostración del teorema de Dirichlet dada en el capítulo 7 utiliza la relación 


Y xm) | < ok) 


msx 





válida para todo carácter de Dirichlet y mod k y cada real x > 1. No es posible 
mejorar este resultado cuando y = y, puesto que >*_,7,(m) = y(k). Sin embargo 
Pólya demostró que cuando y es un carácter primitivo, la desigualdad se puede 
mejorar considerablemente. 
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Teorema 8.21 Desigualdad de Pólya. Si y es un carácter primitivo mod k, 
entonces para todo x > 1 tenemos 


< /k log k. 


(23) È xn) 


msx 








DEMOSTRACIÓN. Expresemos y(m) por medio de su desarrollo finito de Fourier, 
tal como se da en el teorema 8.20 


Sas Tx) : = — 2nimn/k 
x(m) Ji 2 ¿me ; 


y sumemos para todo m < x a fin de obtener 


= Tx) ES z — 2nimn/k 
Zien) Jk 2, iin) Le 


ya que z(k) = 0. Tomando valores absolutos y multiplicando por J/ k obtenemos 











pl Je] Exm|< Z| yes] = Eiro 
en donde 
f(n) = yew 
Ahora 
f(k —n) = ‘leo = yeu - 70 
luego 


|f(k — n)| =|f(m)]. Por lo tanto (24) se puede escribir en la forma 


(25) Vk 








Y xm} <2 Y If. 
m<x nsk/2 


Ahora bien f(n) es una suma geométrica de la forma 
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r 
f(n)= Y y” 
m=1 


en donde r = [x] e y =e?. Aquí y 4 1 ya que l<n<k-—1l. Si escribimos 
z=e "Uk tenemos y = z? y 22 #1 ya que n < k/2. Luego tenemos 
































= á = 72 z” =A r+ 1 ¿Malo ih 
fin) -1 2-1 z—z! 
o sea 
nrn 
sen —— 
liar r e” nirn/k — grirnik k 1 
= || | | == < 
(26) | f(n)| ig 1 ew mink _ erinik EAN an| 7 Ar m 
k k 





Ahora utilizamos la desigualdad sen 1 > 21/xx, válida para 0 < t < 2/2, con t = an/k 
para obtener 


If(n)| < one 


ates 


nn 
k 


Luego (25) se transforma en 


Si 





Y dm) |<k Y 1 < klogk, 


msx nsk Kj2 M 
que prueba (23). 


Nota. En un capitulo posterior demostraremos que la desigualdad de Pólya 
se puede extender a todo carácter no principal. Para caracteres no primitivos toma 
la forma 


Y xm) = O(/k log k). 


msx 


(Ver teorema 13.15). 
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Ejercicios del capítulo 8 


1. Sea x = enil y probar que 


ari 
Y ky = nN 


k=1 =i 





2. Sea ((x)) = x — [x] — 4 si x no es un entero, y sea ((x)) = 0 en otro caso. Obsérvese que ((x)) 
` es una función periódica de x de período 1. Si k y n son enteros, con n > 0, probar que 


(E) 1°! am  2rkm 
-})=— — Y cot — sen ; 
n MA n n 


3. Sea c,(m) la suma de Ramanujan y sea M(x) = >»<x u(n), las sumas parciales de la función 
de Móbius. 


(a) Probar que 





Saija E am) 


k=1 dim 


En particular, cuando n = m, tenemos 


Zam = gan) 


d 
Mijen E u(m/d) 


dim d k=1 


Zem- galala 


4. Sean n, a, d enteros dados con (a, d) = 1. Sea m =a + qd, en donde q es el producto (que 
puede ser vacío) de todos los primos que dividen a n, pero no dividen a a. Probar que 


(b) Utilizar (a) para deducir que 


old ). 


(c) Probar que 


m = a (mod d) y (m,n) =1. 


5. Probar que existe un carácter primitivo no real y mod k si k = 2m, en donde m es impar. 

6. Sea y un carácter mod k. Si kı y ką son módulos inducidos por y, probar que su mcd (kj, kz) 
también lo es. 

7. Probar que el conductor de y divide a cada uno de los módulos inducidos para z. 


En los ejercicios del 8 al 12 suponemos que k = k,k, ... k,, en donde los en- 
teros positivos k; son primos dos a dos: (k; k,) =1 sii A j. 
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8. (a) Dado un entero a, probar que existe un entero a; tal que 
a; =a (mod k;) y a;= 1 (mod k;) para todo j # i. 


(b) Sea y un carácter mod k. Definimos y; por la ecuación 


x (a) = x(a;), 


en donde a; es el entero de la parte (a). Probar que y, es un carácter mod kę. 
9. Probar que cada carácter y mod k se descompone, de forma única, en un producto de la forma 
L = XX2: -Xr en donde y: es un carácter mod kj. 
10. f(z) designa el conductor de y. Si y admite la descomposición del ejercicio 9, probar que f(y) = 


=f). . Sr). 


11. Si y posee la descomposición del ejercicio 9, probar que, para cada entero a, tenemos 


z k 
Gla, x) = [| rl Jota, tds 
i=l i 


en donde aí es el entero del ejercicio 8. 

12. Si y admite la descomposición del ejercicio 9, probar que y es primitivo mod k si, y sólo si, 
cada y, es primitivo mod k;. [Indicación: teorema 8.19.] 

13. Sea y un carácter primitivo mod k. Probar que, si N < M, tenemos 





M 
X(m) 2 
» = |< a VE log 


m=N+1 


14. Este ejercicio esboza una ligera mejora en la desigualdad de Pólya. Considerar la demostración 
del teorema 8.21. A partir de la desigualdad (26) escribir 


1 12 dt 
y lfmi< Y o = 
nsk/2 nsk/2 sen — sen — 1 sen 


k k k 











Probar que la integral es menor que — (k/x) log (sen(1/2k)) y deducir que 
2 
< yk t yk log k. 


Esta mejora en la desigualdad de Pólya resulta del factor 2| en el término principal. 
15. La suma de Kloosterman K(m, n; k) se define como sigue: 


Y xn) 


nsx 








K(m, n; k) = Y e2i(mh + nh')/k 
hmodk 
(h,k)=1 


en donde h' es el inverso de h mod k. Cuando kin se reduce a la suma de Ramanujan cg(m). 
Obtener las siguientes propiedades de las sumas de Kloosterman: 
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(a) K(m, n; k) = K(n, m; k). 
(b) K(m, n; k) = K(1, mn, k) siempre que (m, k) = 1. 
(c) Dados enteros n, kı, kz con (kı, ksa) = 1, probar que existen enteros n; y n tales que 


n = nik? + n,k,? (mod k,k,), 
y que, para estos enteros, tenemos 
K(m, n; kık2) = K(m, nı; k)K(m, nz; k2). 
Este resultado reduce el estudio de las sumas de Kloosterman al caso especial K(m, n; p9), 


en donde p es primo. 
16. Si n y k son enteros, n > 0, la suma 


G(k;n) = Y e? 


r=1 


se llama suma cuadrática de Gauss. Obtener las siguientes propiedades de las sumas cua- 
dráticas de Gauss: 


(a) G(k; mn) = G(km; n)G(kn; m) siempre que (m, n) = 1. Este hecho reduce el estudio de las 
sumas de Gauss al caso especial G(k; p9), en donde p es primo. 
(b) Sea p un primo impar, p/k, « > 2. Probar que G(k; pa) = pG(k; pa-2) y deducir que 


q. pa? sia es par; 
a. as sia es impar 


En el capítulo siguiente desarrollaremos otras propiedades de la suma de Gauss G(k; p) y pro- 
baremos que G(k; p) es la misma que la suma de Gauss G(k, y) asociada con cierto ca- 
rácter de Dirichlet y mod p. (Ver ejercicio 9.9.) 


Capítulo 9 


Restos cuadráticos y ley 
de reciprocidad cuadrática 


t 


9.1 RESTOS CUADRÁTICOS 


Como indicábamos en el capítulo 5, el problema de resolver una congruencia 
polinómica 


f(x) = 0 (mod m) 


se puede reducir a congruencias polinómicas con módulos primos junto con un sis- 
tema de congruencias lineales. En este capítulo trataremos las congruencias cuadrá- 
ticas de la forma. 


(1) x? = n (mod p) 


en donde p es un primo impar y n % 0 (mod p). Puesto que el módulo es primo 
sabemos que (1) tiene a lo sumo dos soluciones. Sin embargo, si x es una solución 
también lo es — x, luego el número de soluciones es 0 o 2. 


Definición. Si la congruencia (1) tiene una solución diremos que n es un resto 


cuadrático mod p y escribiremos nRp. Si (1) carece de solución diremos que n no 
es un resto cuadrático —o bien que es un no resto cuadrático— y escribiremos nRp. 
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Dos problemas básicos dominan la teoría de los restos cuadráticos: 


1. Dado un primo p, determinar cuáles son los n que son restos cuadráticos mod p 
y cuáles no son restos cuadráticos mod p. 

2. Dado n, determinar aquellos primos p para los que n es un resto cuadrático 
mod p y aquellos para los que n no es un resto cuadrático mod p. 


Empezaremos con algunos métodos conducentes a resolver el problema 1. 


EJEMPLO Para buscar los restos cuadráticos módulo 11, elevamos al cuadrado 
los números 1, 2, ..., 10 y reducimos mod 11. Obtenemos 


l?2=1, 2=4 3729 425, 5% =3 (mod 11). 
Es suficiente elevar al cuadrado la primera mitad de los números ya que 
6? = (—5)? =3, 7 = (-4) =5,..., 10? = (-1) = 1 (mod 11). 

En consecuencia, los restos cuadraticos mod 11 son 1, 3, 4, 5, 9, y los no restos 
son 2, 6, 7, 8, 10. 

Este ejemplo ilustra el siguiente teorema. 

Teorema 9.1 Sea p un primo impar. Entonces cada sistema residual reducido 
mod p contiene exactamente (p — 1)/2 restos cuadráticos y exactamente (p — 1)/2 


restos no cuadráticos mod p. Los restos cuadráticos pertenecen a las clases residuales 
que contienen a los números 


XD 
(2) PRI (27) 


DEMOSTRACIÓN. Observemos en primer lugar que los números de (2) son 
distintos mod p. En efecto, si x? = y? (mod p) con 1 < x<(p—1)2y1<y< 
< (p — 1)/2, entonces 


(x — y)(x + y) = 0 (mod p). 
Pero 1< x + y<p, luego x —y=0 (mod p), y por tanto x = y. Como 
(p — k}? = k? (mod p), 


cada resto cuadrático es congruente mod p con uno exactamente de los números 
de (2). Esto termina la demostración. o 
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La breve tabla de los restos cuadráticos R y de los no restos R que se expone 
a continuación se obtuvo con la ayuda del teorema 9.1. 


p=3 p=5 p=7 p=11 p=13 
R: 1 1,4 1,2,4 1,3,4,5,9 1, 3, 4, 9, 10, 12 
R: 2 23 3, 5, 6 2, 6, 7, 8, 10 2, 5, 6, 7, 8, 11 


9.2 EL SÍMBOLO DE LEGENDRE Y SUS PROPIEDADES 


Definición. Sea p un primo impar. Si n Æ 0 (mod p) definimos el símbolo de 
Legendre (n|p) como sigue: 


(dios +1 si nRp, 
Py 1-1 si nRp. 


Si n =0 (mod p) definimos (n|p) = 0. 


EJEMPLOS (1|p) = 1, (m*|p) = 1, (7/11) = — 1, (22|11) =0. 


n 
Nota. Algunos autores escriben (=) en vez de (n|p). 


Es claro que (m|p) = (n|p) siempre que m = n (mod p), luego (n|p) es una fun- 
ción periódica de n con período p. 
El teorema débil de Fermat nos dice que n?-! = 1 (mod p) si pt n. Como 


n1i-1= (nie- 112 os 1)(ne- 1/2 + 1) 


obtenemos que n®-/2 = + 1 (mod p). El teorema que sigue nos dice que obte- 
nemos + 1 si nRp y — 1 si nRp. 


Teorema 9.2 Criterio de Euler. Sea p un número primo impar. Entonces, para 
todo n, tenemos 


(n|p) = n= DP (mod p). 
DEMOSTRACIÓN. Si n = 0 (mod p) el resultado es trivial ya que ambos miem- 


bros son congruentes con 0 mod p. Ahora suponemos que (n|p) = 1. Entonces 
existe un x tal que x? =n (mod p) y por tanto 
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n'P~ DA = (x?)P -12 = xP-1 = 1 = (n|p) (mod p). 


Esto prueba el teorema si (n|p) = 1. 
Ahora suponemos que (n|p) = — 1 y consideramos el polinomio 


f(x) = x= 08 — 1, 
Como el grado de f(x) es (p — 1)/2 la congruencia 
f(x) = 0 (mod p) 


tiene, a lo sumo (p — 1)/2 soluciones. Pero los (p — 1)/2 restos cuadráticos mod p 
son soluciones por lo que no son soluciones los no restos. Luego 


n? Æ 1 (mod p) si (nlp) = — 1. 


Pero n®-0/2 = + 1 (mod p), por tanto n®-)/2= — 1 = (nlp) (mod p). Esto termina 
la demostración. O 


Teorema 9.3 El símbolo de Legendre (n|p) es una función completamente mul- 
tiplicativa de n. 


DEMOSTRACIÓN. Si p|m o p|n entonces plmn luego (mn|p) = 0 y es (m|p) = 0 
o bien (n|p) = 0. Por consiguiente (mn|p) = (m|p) (n|p) si p|m o pla. 
Si ptm y ptn entonces p+ mn y tenemos 


(mn|p) = (mn)? =>}? = me Dno=D2 = (m|p)(n|p) (mod p). 
Pero cada uno de los (mn|p), (m|p) y (n|p) es 1 ó — 1 luego la diferencia 


(mn|p) — (m|p)(n|p) 
es 0, 2 6 — 2. Puesto que esta diferencia es divisible por p debe ser 0. O 


Nota. Como (n|p) es una función completamente multiplicativa de n, perió- 
dica de período p y que se anula cuando p|n, tenemos que (n|p) = y(n), en donde y 
es uno de los caracteres de Dirichlet módulo p. El símbolo de Legendre se llama 
el carácter cuadrático mod p. 
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9.3 CÁLCULO DE (— 1|p) Y (lp) 
Teorema 9.4 . Para cada primo impar p tenemos 


1 si p=1 (mod 4), 


N SS oi 
(—1|p) = (-1 = si p =3 (mod 4). 


DEMOSTRACIÓN. Por el criterio de Euler tenemos (— 1|p) = (— 1)@-2? (mod p). 
Dado que cada miembro de esta congruencia es 1 o — 1, ambos miembros son 
iguales. O 


Teorema 9.5 Para cada primo impar p tenemos 


1 sip= +1 (mod 8), 


aa o MP 
(2|p) = (-1) = si p = +3 (mod 8). 


DEMOSTRACIÓN. Consideremos las (p — 1)/2 congruencias siguientes: 


p-1= 1-1) (mod p) 
2= 2-1) (mod p) 
p-3= 3-1) (mod p) 


4 = 4(-1)* (mod p) 


r= i (—1)"~? (mod p), 


en donde r es p — (p — 1)/2 o (p — 1)/2. Multiplicamos estas congruencias y ob- 
servamos que cada entero de la izquierda es par. Obtenemos 


2.4-6--(p-1)= (PP oras emos (mod p). 


Esto nos da 


2P- mt) = Penes (mod p). 


Como ((p — 1)/2)! = 0 (mod p) tenemos 
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20P-1)/2 = (= 1)(P?>- 18 (mod p). 


Por el criterio de Euler tenemos 2°71? = (2|p) (mod p), y como cada uno de 
estos miembros es 1 o — 1, ambos miembros son iguales. Esto termina la demos- 
tración. O 


9.4 LEMA DE GAUSS 


Aunque el criterio de Euler nos proporciona un método directo para calcular 
(n|p), el cálculo puede resultar prohibitivo para n grande ya que requiere elevar n 
a la potencia (p —1)/2. Gauss halló otro criterio que implica un cálculo más 
simple. 


Teorema 9.6 Lema de Gauss. Suponemos n #0 (mod p) y consideramos el 
mínimo resto positivo mod p de los siguientes (p — 1)/2 múltiplos de n: 


-1 
2 





(3) T E <0 2 a — 


Si m designa el número de restos que exceden a p/2, entonces 


(nlp) = (-1)”. 


DEMOSTRACIÓN. Los números de (3) son incongruentes mod p. Consideramos 
sus mínimos restos positivos y los distribuimos en dos conjuntos disjuntos A y B, 
según que los restos sean < p/2 o > p/2. Sean 


A= {ais 2, ...., Ay} 
en donde cada a; = tn (mod p) para algún t< (p — 1)/2 y 0 < a < p/2; y 


B = {b;, ba,....., Dn) 
en donde b; = sn (mod p) para algún s < (p — 1)/2 y p/2 < b; < p. Vemos que 
m + k = (p — 1)/2 pues A y B son disjuntos. El número m de elementos de B 


es significativo en este teorema. Formamos un nuevo conjunto C de m elementos 
restando cada b, de p. Entonces 


C = {c,C2,...,Cm}, en donde c; =p — b; 


Restos cuadráticos y ley de reciprocidad cuadrática 229 


Ahora 0 < c; < p/2, luego los elementos de C pertenecen al mismo intervalo que 
los elementos de A. A continuación vemos que los conjuntos A y C son disjuntos. 

Suponemos que c; = a, para algún i y j. Entonces p —b,=a,, 0 a, +b, =0 
(mod p). Por consiguiente 


tn + sn = (t + sn = 0 (mod p) 
para ciertos s y t con 1 < t< p/2, 1 < s< p/2. Pero esto es imposible ya que 
prny0< s+ t< p. Por consiguiente A y C son disjuntos, luego su unión A UC 
contiene m + k = (p — 1)/2 enteros en el intervalo [1, (p — 1)/2]. Luego 


-1 
AE += ir dai ri > (12... 


Formamos ahora el producto de todos los elementos de AU C a fin de obtener 


-1 
010) *** AgC¡Cz*** Cm = (24): 


Puesto que c, =p — b, esto nos da 


27) = ayaz ++ alp — b,)(p — ba) ++ (P — Bm) 


= (—1)"a,az-+-a,b,b2---b,, (mod p) 





= (—1)"n(2n)(3n) + (? J : n) (mod p) 


= (-1)"n?- mn? y” >) (mod p). 
Simplificando el factorial obtenemos 
n= M2 = (— 1)" (mod p). 


El criterio de Euler demuestra que (— 1)” = (n|p) (mod p) luego (— 1)” = (n|p) 
y queda establecida la demostración del lema de Gauss. O 


En la práctica para utilizar el lema de Gauss no es necesario conocer el valor 
exacto de m, sino únicamente su paridad, esto es, saber si m es par o impar. El 
teorema que sigue nos da un método relativamente simple para determinar la pa- 
ridad de m. 
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Teorema 9.7 Sea m el número definido en el lema de Gauss. Entonces 


3 
Ill 


(p- 1)/2 tn p? E 
y B (n = 1)? (mod 2) 


t=1 


En particular, si n es impar tenemos 


p-1)/2 
“= [2] (mod 2). 


t=1 


3 
Ill 


DEMOSTRACIÓN. Recordemos que mes el número mínimo de restos positivos de 
los números 


p-1 
2 





n, 2n, 3n,..., n 


que exceden a p/2. Tomemos un número típico, tal como tn, dividámoslo por p 
y examinemos el tamaño de su resto. Tenemos 


m = [=| + fn, en donde 0 < fn <=). 
Pp p p p 
4 [>] $ fm) H P 
n = — — = — , 
PA p ' 


en donde 0 < r, < p. El número r, = tn — p[tn/p] es el mínimo resto positivo de tn 
módulo p. Si nos referimos de nuevo a los conjuntos A y B utilizados en la demos- 
tración del lema de Gauss tenemos 


luego 


A iaa = 10), 950225 Ops. Dorado 
Recordemos asimismo que 
p=1 
ee = fae aei ta) 


en donde cada c; = p — b,. Ahora calculamos las sumas de los elementos de estos 
conjuntos y obtenemos las dos ecuaciones 
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(p-1)/2 k m 


È n= a+ Lb, 


t=1 i=1 j=1 


(p- 1)/2 k m k m 
t= Y a + Y ey Y a; + mp — Y by. 
i=1 j=1 i=1 j=1 


t=1 


En la primera ecuación reemplazamos r, por su definición y obtenemos 
k m (p-1)/2 (10/21 py 
Da + Db=n Y t-p Y |>} 
i= j=1 (=1 t=1 LP 


La segunda ecuación es 


k (p-1)/2 


a; — Y bj s i 
1 j=1 


t=1 


mp + 
i 


Sumando ésta a la ecuacién anterior obtenemos 


k -12 P-S py, 
mp+2Ya;¡=(n+1) Y t-p Y [z 
i=1 t=1 


t=1 LP 
2 (p= 1)/2 
p-1 tn 
= (n+ 1 ——-p al 
8 2 p 


Reducimos ahora este resultado módulo 2, observando que n + 1 =n — 1 (mod 2) 
y p=1 (mod 2), y obtenemos 


2: (p—1)/2 
m= (n— 0% ag. E [>] (mod 2), 


t=1 





que termina la demostración. O 


9.5 LA LEY DE RECIPROCIDAD CUADRÁTICA 


Tanto el criterio de Euler como el lema de Gauss dan un método poderoso, 
si bien largo,para resolver el primer problema básico de la teoría de los restos cua- 
dráticos. El segundo problema es mucho mźs difícil. Su solución depende de un 
teorema notable conocido como ley de reciprocidad cuadrática, establecido pri- 
meramente de forma complicada por Euler en el período 1744-1746, y redescu- 
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bierto en 1785 por Legendre que dio una demostración parcial. Gauss, por su 
cuenta, descubrió la ley de reciprocidad a la edad de dieciocho años y un año 
más tarde en 1796 dio la primera demostración completa. 

La ley de reciprocidad cuadrática establece que, si p y q son primos impares 
distintos, entonces (p|g) = (q|p) salvo para p =q =3 (mod 4), en cuyo caso 
(pla) = — (alp). El teorema se establece usualmente en la siguiente forma simétrica 
dada por Legendre. 


Teorema 9.8 Ley de reciprocidad cuadrática. Si p y q son primos impares 
distintos, entonces 


(4) (p\|q)(q\p) = (— 1)P7 80- 14, 


DEMOSTRACIÓN. Por el lema de Gauss y el teorema 9.7 tenemos 


(alp) = (- 1)" 
en donde 

(p- 1/2 

m= Y HB (mod 2). 
t=1 Pp 

Análogamente 

(pla) = (- 1) 
en donde 


= 
lll 


- 1/24 
s A [2] (mod 2). 


s=1 


Luego (plg) (glp) = (— 1)"*", y (4) sigue inmediatamente de la identidad 


(P-1)2 4 FAH p-14q=] 
5 —|+ = | = ==, 
©) p> E 2 q 2 2 
Para probar (5) consideramos la función 


f(x, y) = qx — py. 
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Si x e y son enteros no nulos, entonces f(x, y) es un entero no nulo. Sin embargo, 
dado que x toma los valores 1,2, ...,(p — 1)/2 e y toma los valores 1,2, ... 
++, (q — 1)/2, entonces f(x, y) toma 


p=14=1 
3 2 


valores, distintos dos a dos ya que 


FO y) — f, y) = f(x — x,y -— y) #0. 


Ahora contamos el número de valores de f(x, y) positivos y el número de los que 


son negativos. 
Para cada x fijo tenemos f(x, y) > 0 si, y sólo si, y < qx/p, o y < [gx/p]. Por 
lo tanto,el número de valores positivos es 


TE] 
x=1 p j 
Análogamente, el número de valores negativos es 
u- 2 12] 
y=1 q 


Puesto que el número de valores positivos y negativos es en total 


hemos demostrado (5) y, por ende, (4). O 


Nota. El lector puede encontrar instructivo interpretar la precedente demos- 
tración de (5) geométricamente, utilizando puntos reticulares del plano. 


Por lo menos se han publicado 150 demostraciones de la ley de reciprocidad 
cuadrática. El propio Gauss proporcionó no menos de ocho, incluyendo una ver- 
sión de la que acabamos de dar. En un artículo de M. Gerstenhaber [25] se en- 
cuentra una demostración breve de la ley de reciprocidad cuadrática. 
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9.6 APLICACIONES DE LA LEY DE RECIPROCIDAD 


Los ejemplos que siguen muestran cómo utilizar la ley de reciprocidad cuadrá- 
tica para resolver los dos tipos básicos de problemas de la teoría de restos cuadráticos. 


EJEMPLO 1 Determinar si 219 es un resto cuadrático o un resto no cuadrático 
mod. 383. 


Solución 
Evaluamos el símbolo de Legendre (219/383) utilizando la propiedad multipli- 
cativa, la ley de reciprocidad, la periodicidad, y los valores especiales (— 1|p) y 


(2|p) calculados anteriormente. 
Como 219 = 3-73 la propiedad multiplicativa implica 


(2191383) = (3|383)(73| 383). 
Utilizando la ley de reciprocidad y la periodicidad tenemos 


(31383) = (383]3)(—1)89- 06- 4 = —(— 13) = —(—1)8- 9? = 1, 


(73/1383) = (383|73)(—1)283~ 73-14 = (18173) = (2|73)(9|73) 
{— 1)(73?- 1/8 = 1, 


Por lo tanto (219/383) = 1 luego 219 es un resto cuadrático mod 383. 


EJEMPLO 2. Determinar aquellos primos impares p para los que 3 es un resto 
cuadrático y aquellos para los que es un no resto. 


Solución 
De nuevo, por la ley de reciprocidad tenemos 


lp) = (p13)(— 1)?" 89-4 = (- 1)" 92(p13). 


Para determinar (p|3) necesitamos conocer el valor de p mod 3, y para determinar 
(— 1)@-Y? necesitamos conocer el valor de (p — 1)/2 mod 2, o el valor de p mod 4. 
Por lo tanto consideramos p mod 12. Sólo debemos considerar cuatro casos, p = 1, 
5, 7 y 11 (mod 12), excluyéndose los otros casos debido a que p es impar. 

Caso 1. p =1 (mod 12). En este caso p = 1 (mod 3) luego (p|3) = (113) = 1. 
Además p = 1 (mod 4) luego (p — 1)/2 es par, luego (3|p) = 1. 

Caso 2. p=5 (mod 12). En este caso p =2 (mod 3) luego (p|3) = (213) = 
= (— 14-088 = — 1, De nuevo, (p — 1)/2 es par ya que p =1 (mod 4), luego 
(3|p) = —1. 
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Caso 3. p=7 (mod 12). En este caso p = 1 (mod 3), luego (p|3) = (113) = 1. 
Además (p — 1)/2 es impar ya que p = 3 (mod 4), luego (3|p) = — 1. 

Caso 4. p = 11 (mod 12). En este caso p = 2 (mod 3), luego (p|3) = (23) = —1. 
De nuevo (p — 1)/2 es impar ya que p = 3 (mod 4), luego (3|p) = 1. 

Resumiendo estos resultados obtenemos 


3Rp sip = +1 (mod 12) 
3Rp sip = +5 (mod 12). 


9.7 EL SÍMBOLO DE JACOBI 


Para determinar si un número compuesto es un resto cuadrático o un no resto 
cuadrático mod p es necesario considerar varios casos que dependen del carácter 
cuadrático de los factores. Es posible simplificar ciertos cálculos utilizando una 
extensión del símbolo de Legendre, introducida por Jacobi. 


Definición. Si P es un entero positivo impar cuya descomposición en factores 
primos es 


el símbolo de Jacobi (n|P) se define para todo entero n por medio de la ecuación 


6) (iP) = TL nlp 


en donde (n|p,) es el símbolo de Legendre. Definimos ademas (n|1) = 1. 


Los posibles valores de (n|P) son 1, — 1, y 0, con (n| P) = 0 si, y sólo si, (n, P) > 1. 
Si la congruencia 


x? = n (mod P) 


tiene una solución, entonces (n|p,)=1 para cada primo p; de (6), y entonces 
(n| P) = 1. Sin embargo el recíproco es falso ya que (n| P) puede ser 1 si en (6) apa- 
rece un número par de factores — 1. 

El lector puede comprobar que las siguientes propiedades del símbolo de Jacobi 
se deducen con facilidad de las propiedades del símbolo de Legendre. 
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Teorema 9.9 Si P y O son enteros positivos impares, tenemos 
(a) (m|P) (n|P) = (mn P), 
(b) (n|P) (119) = (n| PQ), 
(c) (m|P) = (n|P) si m =n (mod P), 
(d) (an| P) = (n|P) si (a, P) = 1. 


Las fórmulas especiales para calcular los símbolos de Legendre (— 1|p) y (2|p) 
se verifican asimismo para el símbolo de Jacobi. 


Teorema 9.10 Si P es un entero positivo impar tenemos 


(7) (11P) = (4-02 
y 
(8) QIP) = (— 17-08, 


DEMOSTRACIÓN. Escribimos P = p,p2 ... Pm en donde los factores primos p; no 
son necesariamente distintos. Puede escribirse también 


P= Ho +p-1)=1+ Xo = 1) + Le - pj- 1) ++. 


Pero cada factor p; — 1 es par, luego cada suma salvo la primera es divisible por 4. 
Luego 


P=1+ i= 1) (mod 4), 
i=1 


o sea 


m 


1 
(P-1)= Y 5(0- 1) (mod 2) 
i=1 


NI = 


Por consiguiente 
(—1|P)= I](-1 lp) = [ev = (- 19-02, 
i= i=1 


que prueba (7). 
Para probar (8) escribimos 
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P? = [](1 +p? -1)=14+ Y (r?-D+ lo? — Do? -D+-.. 
i=1 i=1 Aj 
Como cada p; es impar tenemos p? — 1 = 0 (mod 8) luego 


p? 


1 + Y (p? — 1) (mod 64) 
i=1 


por tanto 
lug — 1, 
=(P? — 1)= Y =(p;? — 1) (mod 8). 
8 ¡=18 


Esto también verifica mod 2, luego 
m 


IP) = [[elp) = [Enero = (yea, 
i=1 i 


que prueba (8). O 


Teorema 9.11 Ley de reciprocidad para los símbolos de Jacobi. Si P y Q son 
enteros positivos impares con (P, Q) = 1, entonces 


(P|Q)(Q| P) =(- 1yP-ne- 1/4 


DEMOSTRACIÓN. Escribimos P =P, ... Pm» Q = qı . - - Yn, en donde los p; y los 
qı son primos. Entonces 


(P|Q)(Q|P) = tl Hlaaytoo = (-1), 


i=1 j=1 


Aplicando la ley de reciprocidad cuadratica a cada factor obtenemos 


i 
bs 


dl sl es | Es 1 
2” i 2030-0= 230-0254 


En la demostración del teorema 9.10 hemos demostrado que 


— 


(P: — 1) = 5 (P — 1) (mod 2), 


Ma 
Nie 


i=1 


y una congruencia análoga vale para > (q; — 1). Por consiguiente 
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_P-1Q-1 
r= > —z— (mod 2), 


que termina la demostración. o 
EJEMPLO 1 Determinar si 888 es un resto cuadrático o un no resto del primo 1999. 
Solución 


Tenemos 
(888|1999) = (4/1999)(2/1999)(111/]1999) = (111/1999). 
Para calcular (111/1999) utilizando los símbolos de Legendre escribiremos 
(111/1999) = (3]1999)(37| 1999) 


y aplicaremos la ley de reciprocidad cuadratica a cada factor de la derecha. Con 
símbolos de Jacobi el cálculo es simple ya que se tiene 


(111/1999) = —(1999|111) = —(1[111) = —1. 
Por consiguiente 888 es un no resto cuadratico de 1999. 


EJEMPLO 2. Determinar si — 104 es un resto cuadratico o un no resto del 
primo 997. 


Solución 
Dado que 104 = 2-4-13 tenemos 


(—104|997) = (—1]997)(2|997)(13|997) = —(13|997) 
= —(997/13) = —(9|13) = —1. 


Por consiguiente — 104 es un no resto cuadratico de 997. 


9.8 APLICACIONES A LAS ECUACIONES DIOFANTICAS 


Las ecuaciones que se pueden resolver con enteros se llaman ecuaciones diofán- 
ticas en recuerdo de Diofanto de Alejandría. Un ejemplo lo constituye la ecuación 


(9) y =x +k 
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en donde k es un entero dado. El problema consiste en decidir, para un k dado, si 
la ecuación posee soluciones enteras x, y o si no las posee y, en caso afirmativo, - 
determinarlas todas. 

Discutiremos ahora esta ecuación, en parte porque posee una larga historia, 
que empieza en el siglo diecisiete, y también porque en ciertos casos se pueden 
tratar por medio de restos cuadráticos. Un teorema general establece que la ecua- 
ción diofántica 

2 
y = f(x) 
tiene a lo sumo un número finito de soluciones si f(x) es un polinomio de grado > 3 
con coeficientes enteros y con ceros distintos. (Ver teorema 4-18 de LeVeque [44], 
Vol. 2.) Sin embargo no se conoce ningún método para determinar las soluciones 
(ni tampoco el número de soluciones) salvo en casos muy especiales. El teorema 
que sigue describe un conjunto infinito de valores de k para los que (9) carece de 
soluciones. 

Teorema 9.12 La ecuación diofántica 
(10) y=xw +k 
carece de soluciones si k es de la forma 
(11) k = (4n — 1) — 4m?, 
en donde m y n son enteros tales que ningún primo p = — 1 (mod 4) divide a m. 

DEMOSTRACIÓN. Suponemos que existe una solución x, y y obtenemos una 
contradicción al considerar la ecuación módulo 4. Puesto que k = —1 (mod 4) 


tenemos 


(12) y? = x? — 1 (mod 4). 


Pero y? =0 ó 1 (mod 4) para cada y, luego (12) no se satisfará si x es par o si 
x = —1 (mod 4). Por consiguiente tenemos x = 1 (mod 4). Ahora sea 


a=4n-1 
con lo que k = a3 — 4m?, y escribamos (10) en la forma 


(13) y? + 4m? = x? + a? = (x + a)(x? — ax + a”). 
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Puesto que x = 1 (mod 4) y a=1 (mod 4) tenemos 
(14) x? -ax+a?=1-—a+a?=-—1 (mod 4). 


Luego x? — ax + a? es impar, y (14) prueba que no es posible que todos sus fac- 
tores primos sean = 1 (mod 4). Por consiguiente algún factor primo p = — 1 (mod 4) 
divide a x? — ax + a?, y (13) prueba que divide también a y? + 4m?, Con otras pa- 
labras, 


y? = — 4m? (mod p) para algún p = — 1 (mod 4). 
Pero prm por hipótesis, por lo tanto (— 4m*|p) = (— 1|p) = — 1, en contradic- 
ción con (15). Esto demuestra que la ecuación diofántica (10) carece de soluciones 
cuando k tiene la forma (11). O 


La tabla que sigue da algunos valores de k entre los precisados por el teorema 9.12. 


n 0 0 0 0 1 1 1 1 2 2 Zz 2 
m 1 2 4 >» T 2 4 5 1 2 4 5 
k -5 -17 -65 -—100 23 11 --37 -—73 339 327 279 243 


Nota. Se han calculado todas las soluciones de (10) cuando k se halla en el 
intervalo — 100 < k < 100. (Ver referencia [32].) No existen soluciones para los 
valores de k < 100: 


k = 6,7, 11, 13, 14, 20, 21, 23, 29, 32, 34, 39, 42, 45, 46, 47, 51, 53, 58, 
59, 60, 61, 62, 66, 67, 69, 70, 74, 75, 77, 78, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 90, 
93, 95, 96. 


9.9 SUMAS DE GAUSS Y LEY DE RECIPROCIDAD 
CUADRATICA 


En esta sección se da otra demostración de la ley de reciprocidad cuadrática 
con la ayuda de las sumas de Gauss 


(16) Gin, = Y xe", 
rmod p 


en donde y(r) = (r|p) es el carácter cuadrático mod p. Puesto que el módulo es 
primo, y es un carácter primitivo y tenemos la propiedad de separabilidad 
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(17) G(n, x) = (n|p)G(1, x) 


para cada n. Además, el teorema 8.11 implica que |G(1, y)? = p. El teorema que 
sigue demuestra que G(l, y)? es + p. 


Teorema 9.13 Sip es un primo impar y y(r) = (r|p) tenemos 
(18) G(1, x)? = (—1|p)p. 


DEMOSTRACIÓN. Tenemos 


G(1, x? = T Y (r| p)(s| perio +», 


p=1 


Para cada par r, s existe un único £ mod p tal que s = tr (mod p), y (r|p) (s|p) = 
= (r|p) (tr|p) = (r?|p) (t|p) = (tlp). Luego 


Gl, x = E T (t| pje?" +P = T (tip) pN e?" +OP, 


r=1 


La última suma respecto de r es una suma geométrica dada por 


PS nro = -1 sipy(l1 +4), 
p=1 sip|(1 + 2). 


r=1 


Por consiguiente 


G(1, x)? = — E (tlp) + (p — Dip — 11p) = — Teen + p(—11p) 
= (—1|p)p 
ya que >?=}(¢t|p) = 0. Esto prueba (18). O 


La ecuación (18) prueba que G(1, y)? es un entero, o sea que G(1, y)" también 
es un entero para cada q impar. El teorema que sigue prueba que ley de reciprocidad 
cuadrática se halla relacionada con el valor de este entero módulo q. 


Teorema 9.14 Sean p y q primos impares distintos y sea y el carácter cuadrá- 
tico mod p. Entonces la ley de reciprocidad cuadrática 


(19) (qlp) = (- 11474 D4(p|g) 
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es equivalente a la congruencia 
(20) G(1, 131 * = (q|p) (mod q). 

DEMOSTRACIÓN. De (18) tenemos 
(21) G1, 07! = (=I |p) 2 pam 2 = (— 1)P Da- 1/4 a= 192, 
Por el criterio de Euler tenemos p(*-0/2 = (p|q) (mod q) luego (21) implica 
(22) G(1, y"? = (— 1)?" M=2:4(p|g) (mod 4). 

Si (20) se verifica obtenemos 

(glp) = (— 1)?" P4=D4(p|q) (mod q) 


que implica (19) ya que ambos miembros son + 1. Recíprocamente, si (19) se ve- 
rifica entonces (22) implica (20). O 


El teorema que sigue da una identidad que utilizaremos para deducir (20). 


Teorema 9.15 Sip y q son primos distintos impares y y es el carácter cuadrático 
mod p tenemos 


(23) G(1,I"*=(qlp) Y ++ Y ies ral). 


rimodp  rgmodp 
rı += +rq=q (mod p) 


DEMOSTRACIÓN. La suma de Gauss G(n, y) es una función periódica de n con 
período p. Lo mismo ocurre a G(n, y)? por lo que tenemos un desarrollo finito de 
Fourier 


G(n,x*= Y ameer, 


mmod p 


en donde los coeficientes vienen dados por 
1 ; 
(24) am)=- Y G(n, ye" 27mm, 
P nmod P 


De la definición de G(n, y) obtenemos 
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G(n, x! om Es, (ri | pje?" P Sey E (r| pje? P 


ri mod p rg mod p 


= y 0... y (ry ae reper ore tore, 


rı mod p rg mod p 


por lo que (24) se transforma en 


1 y 
aím=-= Y = Y (rr dp) Y ettinret treme, 
P rimodp r¿mod p nmod p 
La suma respecto de n es una suma geométrica que únicamente se anula cuando 
ri +... +r =m (mod p), en cuyo caso la suma es igual a p. Luego 
(25) afm) = Y - Y (fierd) 


rı mod p ra mod p 
ry + +rq=m (mod p) 


Ahora volvemos a (24) y obtenemos otra expresión para a,(m). Utilizando la 
separabilidad de G(n, y) y la relación (n|p)* = (n|p) para q impar obtenemos 


adm) = + Gti, yt E, (nipe? = ; G(l, *G(—m, y) 
nmod p 


G(1, x)*(m|p)G(—1, x) = (mIp)G(1, x) 


vie Y 


ya que 
G1, YG(—1, x) = G0, NGL, y) = IGU, HP = p. 


Con otras palabras, G(1, y) = (m|p)a(m). Si hacemos m = q y utilizamos (25) 
obtenemos (23). O 


Demostración de la ley de reciprocidad. Para deducir la ley de reciprocidad 
cuadrática a partir de (23) es suficiente demostrar que 


(26) E +: Y iss ralp) = 1 (mod q), 


rı mod p rą mod p 
en donde los índices de sumación r}, ..., 7, se hallan sujetos a la restricción 


(27) ry + +++ +r, = q (mod p). 
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Si todos los índices r4, ..., rą son congruentes unos con otros mod p, entonces 
su suma es congruente a gr; para cada j= 1,2, ...,q, luego (27) se verifica si, 
y sólo si, 


qr; = q (mod p), 


esto es, si, y sólo si, r, = 1 (mod p) para cada j. En este caso el sumando corres- 
pondiente de (26) es (1|p) = 1. Para cualquier otra elección de índices que satis- 
faga (27) debe haber por lo menos dos índices incongruentes entre los r,, ***, ry 
Por consiguiente cada permutación cíclica de r}, ***,r, origina una nueva solu- 
ción de (27) que proporciona el mismo sumando, (r, *** r,[p). Por lo que cada 
sumando aparece q veces y aporta mod q el valor O a la suma. Luego la única apor- 
tación en la suma de (26) que no es cero módulo q es (1|p) = 1. Esto completa la 
demostración. o 


¢.10 LEY DE RECIPROCIDAD PARA SUMAS 
CUADRÁTICAS DE GAUSS 


Esta sección describe otra demostración de la ley de reciprocidad cuadrática 
basada en las sumas cuadráticas de Gauss 


(28) G(n; m) = Y enim 


r=1 


Si p es un numero primo impar y p/n tenemos la formula 


(29) G(n; p) = (n|p)G(1; p) 


que reduce el estudio de las sumas G(n; p) al caso n = 1. La ecuación (29) se sigue 
fácilmente de (28) teniendo presente que G(n; p) = G(n, x), en donde y(n) = (n|p), y 
observando que G(n, y) es separable. 

Aunquecada término de la suma G(1; p) tiene valor absoluto 1, la suma en sí tiene 
valor absoluto 0, p o //2p. De hecho, Gauss demostró para cada m > 1 la si- 
guiente fórmula importante 


Jm si m = 1 (mod 4) 
1 ’ nee 0 si m = 2 (mod 4) 
(30)  G(l;m)= 5 vm + i)(1 + e7™2) = ifm md (rod) 


(1 + i),/m si m =0 (mod 4) 
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Se conocen varias demostraciones distintas de (30). Deduciremos (30) analizando 
una suma relacionada con la cuestión 


m-1 
Sía, m) e E prior ma 
r=0 


en donde a y m son enteros positivos. Si a = 2, entonces S(2, m) = G(1; m). 

Las sumas S(a, m) disfrutan de una ley de reciprocidad (establecida a continua- 
ción del teorema 9.16) que implica la fórmula de Gauss (30) y además proporciona 
otra demostración de la ley de reciprocidad cuadrática. 


Teorema 9.16 Si el producto ma es par, tenemos 


m (1 + i\ —— 
(31) S(a, m) = E Es) S(m, a), 


en donde la barra designa el complejo conjugado. 


Nota. Para deducir la fórmula de Gauss (30) tomamos a = 2 en (31) y ob- 
servamos que S(m, 2) = 1 + em, 


DEMOSTRACIÓN. Esta demostración se basa en el cálculo de residuos. Sea g 
la función definida por la ecuación 


m-1 
(32) g(z) = Y pria(z+r)2/m 


r=0 


Entonces g es analítica para todo valor de z, y g(0) = S(a, m). Puesto que ma es 
par obtenemos 


a-1 
g(z + 1) = g(z) ES ¿amg >. 1) = aa ts Mis 1) y e?" 
n=0 


Ahora definimos f por medio de la ecuación 


1-2. 


Entonces f es analítica para todo z excepto en un polo de primer orden en cada 
entero, y f satisface la ecuación 


(33) S(z + 1) = f(z) + olz), 


246 Restos cuadráticos y ley de reciprocidad cuadrática 


en donde 


a-1 
(34) plz) = priaz?/m Ze. 


La función q es analítica para todo z. 
En z = 0 el residuo de f es g(0)/(2xi) y por lo tanto 


(35) S(a, m) = g(0) = 27i Res f(z) = Í f(z) dz, 
z=0 Y 


en donde y es un arco simple cerrado y orientado positivamente cuyo grafo única- 
mente contiene el polo z = 0 en su región interior. Elegiremos y de forma que 
describa un paralelogramo de vértices A, A + 1, B+ 1, B en donde 


1 y 1 : 
== FONE LD he nij4 
A 5 Re y B 5 + Re™", 


tal como se dibuja en la figura 9.1. Integrando f a lo largo de y obtenemos 
A+ 1 B+1 B A 
[r-fo stf rtf roles 
Y A A+1 B+1 B 


En la integral [#11 f efectuamos el cambio de variable w = z + 1 y utilizando (33) 
obtenemos 





Figura 9.1 
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B+1 


B B B 
Fs a [ fe + 1) dz = foa + f ea. 


Por consiguiente (35) proporciona 


A+1 B+ 


B 
(36) S(a, m) = Í p(z) dz + f(z)dz — e) dz. 
A B 


A 


Ahora probaremos que las integrales a lo largo de los segmentos horizontales que 
unen A con A + 1 y B con B + 1 tienden a 0 cuando R > + oo. Para ello aco- 
tamos el integrando sobre tales segmentos. Escribimos 


_ lg(2)| 
(37) I f(z) = je" — 1)’ 


y acotamos separadamente el numerador y el denominador. 
Sobre el segmento que une B con B + 1 obtenemos 


Sts 


NI = 
NI = 


y(t) = t + Re*"*, en donde — 


De (32) obtenemos 





> 


nia(t + Re™/* + r}? 
m 





m-1 

(38) IDO s< Y ep 
r=0 

en donde exp z = e”. La expresión entre paréntesis tiene como parte real 


—na(,/2tR + R? + /2rR) 
a 
Dado que |e***"| = e” y exp {— xa y 2 rR/m} < 1, cada término de (38) tiene valor 


absoluto que no excede a exp {— maR?/m) exp (—,/2xatR|m). Pero —4 < t< 4, 
por lo que obtenemos la acotación 


Igie] < me” VZoRI2m) o- nraR?/m 
Para el denominador de (37) utilizamos la desigualdad triangular en la forma 


Vitii ze: 1| > | le?" | pa Ve 
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Dado que [exp {2ziy(t)}| = exp {— 27R sen (x/4)} = exp {— //27R}, obtenemos 
jer) 131 

Por consiguiente sobre el segmento que une B con B + 1 tenemos la acotación 


me" V?aRIQm), — naR2/m 


If) < S = o(1) cuando R —> + oo, 


Un razonamiento análogo prueba que el integrando tiende a 0 sobre el seg- 
mento que une A con A + 1 cuando R > + co. Como la longitud del arco de 
integración es 1 en cada caso, resulta que la segunda y tercera integral de la 
derecha de (36) tienden a 0 cuando R > + «o, Por consiguiente podemos escribir 
(36) en la forma 


B 
(39) S(a, m) = i p(z) dz + o(1) cuando R >- + oo, 


Para tratar la integral [% pọ aplicamos el teorema de Cauchy, integrando y a 
lo largo del paralelogramo de vértices A, B, «, — a, en donde « = B + $ = Re, 
(Ver figura 9.2.) Puesto que e es analítica para todo z, su integral a lo largo de este 
paralelogramo es 0, o sea 


(40) for forf of o0 





Figura 9.2 
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Debido al factor exponencial e”''*/" de (34), un razonamiento análogo al dado 


anteriormente prueba que la integral de y a lo largo de cada segmento horizontal —- 0 
cuando R —> + oo. Por consiguiente (40) nos proporciona 


B a 
Í p= Í p + o(1) cuando R — + oo, 
A -a 
y (39) se transforma en 
(41) S(a, m) = Í píz) dz + o(1) cuando R =>- + oo, 


en donde « = Re”'%, Usando (34) obtenemos 


g=] 


a-1 a 
i olz)dz= Y | eremet= ae = y gaa m,n, R), 
“a n=0 


-a n=0 


I(a, m, n, R) = i exp a (- + m) paz 


Aplicando de nuevo el teorema de Cauchy al paralelogramo de vértices — a, a, 
a — (nm/a), y — « — (nm/a), vemos como antes que las integrales a lo largo de 
los segmentos horizontales —- 0 cuando R > + œ, por lo que 


en donde 


a—mn/ja 


I(a, m, n, R) = i 


—-a—nm/a 


$ 2 
ES (z + m) paz + o(1) cuando R— + œ. 
m a 
El cambio de variable w = |/ a/m(z + (nm/a)) transforma esto en la forma 
I(a, m, n, R) = E Ka er” dw + o(1) cuando R — + oo. 


Si en (41) hacemos que R —> + œ, obtenemos 


pan 
(42) S(a, m) = f> a E lim e™ dw. 


R=+ f — Rya]me"!/* 


Escribiendo T =|/ a/mR, vemos que el último límite es igual a 
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Teri/a 
lim e™ dw = I 


T+ +0 /—Teri/s 


en donde / es un número que no depende ni de a ni de m. Por consiguiente (42) 
nos da 


(43) S(a, m) = E IS(m, a). 


Para evaluar J hacemos a = 1 ym = 2 en (43). Entonces S(1, 2) = 1 + iy S(2, 1)=1, 
luego (43) implica J = (1 + i)//2, y (43) se reduce a (31). O 


El teorema 9.16 implica una ley de reciprocidad para sumas cuadráticas de 
Gauss. 


Teorema 9.17. Si h> 0, k> 0, h impar. entonces 





(44) G(h; k) = feta + e "MIG 


DEMOSTRACIÓN. Tomamos a = 2h, m = k en el teorema 9.16 para obtener 


A ie A 
(45) G(h; k) = SQh, k) = Sem 2h) = EE EN 
H h 2 5s 

Descomponemos la suma respecto de r en dos partes correspondientes a los r pares 
e impares. Para r par escribimos r = 2s, en donde s = 0, 1, ...,h — 1. Para r 
impar observamos que (r + 2h)? = r? (mod 4h) por lo que la suma se puede ex- 
tender alos números impares de cualquier sistema residual completo mod 2h. Sumamos 
respecto de tales números impares en el intervalo h < r < 3h, haciendo r = 2s + h, 
en donde s=0,1,2,...,h—1. (Los números 2s + h son impares y distintos 
mod 2h.) Esto nos da 


2h-1 a h-1 A h-1 
—xil me = 2 

y e nikr?/(2h) aj E e rik(25)?/(2h) + y e nik(2s + h)?/(2h) 
r=0 s=0 s=0 

h-1 

— 2niks2 - 
= Y e 2niks 1 +e -... 
s=0 


(1 + e7 *#*/2)G(k; h). 
Utilizando este resultado en (45) obtenemos (44). O 


Restos cuadráticos y ley de reciprocidad cuadrática 251 


9.11 OTRA DEMOSTRACIÓN DE LA LEY DE 
RECIPROCIDAD CUADRÁTICA 


La fórmula de Gauss (30) nos proporciona una demostración rápida de la ley 
de reciprocidad cuadrática. En primer lugar observamos que (30) implica 


Gil; k) = i704 k 
si k es impar. Además, tenemos la propiedad multiplicativa (ver ejercicio 8.16(a)) 
G(m; n)G(n; m) = G(l; mn) si (m,n) =1. 
Por consiguiente, si p y q son primos impares distintos tenemos 


G(p; q) = (plq)G(1; q) = (plait q 
G(q; p) = (q\p)G(1; p) = (ql pi? ”!*,/p 


G(p; q)G(q; p) = G(1; pq) = ¡02-04 /pg. 


Comparando esta última ecuación con las dos anteriores obtenemos 
(pla)(q|pi 67 17+w- 024 = ipa 1/4, 
y la ley de reciprocidad cuadratica se sigue observando que 


. -1)9-(9- 1)9?-(p- 1)2/4 - - 
į Pa— 1)°— (q- 1) (p- 1)%)/ = (—1)* 1Ma- 1/4 O 


Ejercicios del capítulo 9 


1. Determinar los primos impares p para los que (— 3lp) = 1 y aquellos para los que (—3|p) = 
=— l1. 

2. Probar que 5 es un resto cuadrático de un primo impar p si p= + 1 (mod 10), y que 5 es un 
no resto cuadrático si p= + 3 (mod 10). 

3. Sea p un primo impar. Suponemos que el conjunto {1, Žica p — 1} se puede expresar como 
reunión de dos subconjuntos S y T, S Æ T, tales que el producto (mod p) de cada dos elementos 
del mismo conjunto pertenece a S, mientras que el producto (mod p) de un elemento de S por 
un elemento de T pertenece a T. Probar que S consta de los restos cuadráticos y T de los no 
restos cuadráticos mod p. 

4. Sea f(x) un polinomio que toma valores enteros cuando x es entero. 

(a) Si a y b son enteros, probar que 
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Y lax +blp)= Y (f()lp) sila, p)= 1, 


xmod p x mod p 


y que 
Y (|p) = (alp) Y (£(x)lp) para todo a. 


x mod p xmod p 


(b) Probar que 
Y (ax+blp)=0 sia, p)= 1. 
x mod p 


(c) Sea f(x) = x(ax + b), en donde (a, p) = (b, p) = 1. Probar que 


p-1 pt 
Y (Y (Ip) = Y (a + bxlp) = —(alp). 
x=1 1 


x= 


[Indicación: Cuando x barre un sistema residual reducido mod p, también lo barre x’, 
inverso de x mod p.] 
5. Sean œ y b enteros cuyos valores posibles son + 1. Sea N(a, b) el número de enteros x de 
Mi Pri p— 2) tales que 
(x|p) = a y (x + lp) = P, 
en donde p es un primo impar. Probar que 
p-2 
4N(a, B) = Y {1 + a(x|p)}{1 + B(x + 119), 


x=} 


y usar el ejercicio 4 para deducir que 


4N(a, P) = p — 2 — B — aß — a(—1 |p). 


En particular esto nos da 
p — 4- (-11p) 
4 > 


p—2+(-I1\|p) 
4 > 


N(1, 1) = 


N(-1, —1)= N(-1, 1) = 
N(1, —1) = 1 + N(1, 1). 


6. Utilizar el ejercicio 5 para probar que para cada primo p existen enteros x e y tales que x? + 
+ y2+ 1=0 (mod p). 
7. Sea p un primo impar. Probar cada una de las afirmaciones siguientes: 
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p-1 
(a) E ntrip)=0 sip= 1 (mod 4). 
r=1 
-1 
(b) 5 mp 1) 





sip = 1 (mod 4). 
i= 


p-1 p-1 
(e) Yrrip)= pL rírlp) sip =3 (mod 4). 
r=1 


r=1 


p-1 3 Px! 
(d) Leip) =5P rèli) si p = 1 (mod 4). 


r=1 r=1 


p-1 p-1 -1 
(e) E r*(rlp) = 2p Y (rip) — PY r(r|p) sip =3 (mod 4). 
r=1 


r=1 r=1 


[Indicación: p — r recorre los números 1, 2,..., p— 1 con r.] 
8. Sea p un primo impar, p=3 (mod 4), y sea q = (p — 1)/2. 
(a) Probar que 


q 1 - (lp) 4 
{1 ~ 221p)} È rrip) = pl Soins 


r=1 


[Indicación: Cuando r recorre los números 1, 2,..., q entonces r y p— r recorren con- 
juntamente los números 1, 2,..., p— 1, asi como 2r y p — 2r.] 


(b) Probar que 


(lp) — 2) E rip) =p Y lp). 


r=1 r=1 


9. Si p es un primo impar, sea y(n) = (n|p). Probar que la suma de Gauss G(n, y) asociada a y 
es la misma que la suma cuadrática de Gauss G(n; p) introducida en el ejercicio 8.16 si (n, p) = 1. 
Con otras palabras, si pYn tenemos 


P 
G(n, » ii ny y(m)e2™inn'P E > e2ninr?ip = G(n; p). 
mmod p r=] 


Obsérvese que G(n, y) Æ G(n; p) si pin ya que G(p, x) = 0 pero G(p; p) = p. 

10. Calcular la suma cuadrática de Gauss G(2; p) utilizando una de las leyes de reciprocidad. 
Comparar este resultado con la fórmula G(2; p) = (2Ip)G(1; p) y deducir que (2|p) = 
(- 1J47- 0/8 si p es un primo impar. 


Capítulo 10 


Raíces primitivas 


10.1 EL EXPONENTE DE UN NÚMERO mod m. 
RAÍCES PRIMITIVAS 


Sean a y m enteros primos entre sí, con m > 1, y consideremos todas las po- 
tencias positivas de a: 


AI acne 


Por el teorema de Euler-Fermat sabemos que'a*”) = 1 (mod m): Por lo menos 
debe existir una potencia suficientemente avanzada a’ tal que a’ = 1 (mod m). Nos 
interesa el menor positivo f con esta propiedad. 


Definición. El menor entero positivo f tal que 
al = 1 (mod m) 
se llama exponente de a módulo m, y se designa por 
f = exp,,(a). 


Si expm(a) = v(m), entonces a se llama raíz primitiva mod m. 


El teorema de Euler-Fermat nos dice que expm(a) < q(m). El teorema que sigue 
demuestra que expm(a) divide a p(m). 
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Teorema 10.1 Dado m > 1, (a, m) = 1, sea f = exp,,(a). Entonces tenemos: 


(a) a* =a" (mod m) si, y sólo si, k = h (modf). 
(b) a =1 (mod m) si, y sólo si, k=0 (mod f). En particular, f|p(m). 
(c) Los numeros 1, a, a?, ..., al son incongruentes mod m. 


DEMOSTRACIÓN. Las partes (b) y (c) se siguen inmediatamente de (a). Por tanto 
sólo necesitamos probar (a). Si a* =a" (mod m), entonces a** =1 (mod m). 
Escribimos 


k=h=qf>+r, en donde 0 < r<f. 


Entonces 1 = a" = a+ =a" (mod m), luego r =0 y k =h (mod f). 
Recíprocamente, si k = h (mod f), entonces k — h = qf, luego a*™ = 1 (mod m) 
y por lo tanto aë =a” (mod m). O 


10.2 RAÍCES PRIMITIVAS Y SISTEMAS RESIDUALES 
REDUCIDOS 


Teorema 10.2 Sea (a, m) = 1. Entonces a es una raíz primitiva mod m si, y 
sólo si, los números 


(1) a,a’,...,a%™ 
forman un sistema residual reducido mod m. 


DEMOSTRACIÓN. Si a es una raíz primitiva, los números de (1) son incongruentes 
mod m, por el teorema 10.1(c). Como quiera que hay y(m) de tales números, cons- 


tituyen un sistema residual reducido mod m. 
Reciprocamente, si los números de (1) forman un sistema residual reducido, 


entonces a*”)= 1 (mod m) pero ninguna potencia inferior es congruente con 1, 
luego a es una raíz primitiva. O 


Nota. En el capítulo 6 vimos que las clases residuales mod m forman un grupo. 
Si m admite una raíz primitiva a, el teorema 10.2 prueba que este grupo es un grupo 
cíclico generado por la clase residual â. 


La importancia de las raíces primitivas queda puesta de manifiesto por el teo- 
rema 10.2. Si m admite una raíz primitiva entonces cada sistema residual reducido 
mod m se puede expresar en forma de progresión geométrica. Esto proporciona 
una herramienta potente que puede ser manejada en aquellos problemas que con- 
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tienen sistemas residuales reducidos. Por desgracia, no todos los módulos poseen 
raíces primitivas. En las secciones que siguen probaremos que sólo admiten raíces 
primitivas los módulos de la forma 
m = 1, 2, 4, p*, y 2p%, 

en donde p es un primo impar y «= 1. 

Los tres primeros casos se establecen con facilidad. El caso m = 1 es trivial. 
Para m = 2 el número | es una raíz primitiva. Para m = 4 tenemos q(4) =2 y 


32 = 1 (mod 4), luego 3 es una raíz primitiva. Ahora veremos que, si « > 3, no 
existen raíces primitivas mod 2”. 


10.3 LA NO EXISTENCIA DE RAÍCES PRIMITIVAS mod 2* PARA « > 3 
Teorema 10.3 Sea x un entero impar. Si « > 3 tenemos 
(2) xo 2/2 =1 (mod 2, 
luego no existen raíces primitivas mod 2*, 
DEMOSTRACIÓN. Si « =3, la congruencia (2) establece que x?=1 (mod 8) 
para x impar. Este hecho se comprueba fácilmente haciendo x = 1,3,5,7 u ob- 
servando que 


(2k + 1)? = 4k? + 4k + 1 = 4k(k + 1) + 1 
y teniendo en cuenta que k(k + 1) es par. 

Ahora demostraremos el teorema por inducción sobre «. Suponemos que (2) 
se verifica para « y demostramos que también se verifica para « + 1. La hipótesis 
de inducción nos dice que 

xo (2/2 =1+ 2%, 
en donde f es un entero. Elevando ambos miembros al cuadrado obtenemos 


x2") = 142241 4 221? = 1 (mod 2**!) 


ya que 2x > «+1. Esto termina la demostración puesto que p(2%) = 277 = 
= 9(27*1)/2. O 
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10.4 LA EXISTENCIA DE RAÍCES PRIMITIVAS mod p 
PARA PRIMOS IMPARES p 


Ante todo demostraremos el siguiente lema. 


Lema 1 Dados a y m con (a, m) = 1, sea f = exp(a). Entonces 


exp(a*) = at A 





En particular, exp(a*) = expp(a) si, y sólo si, (k,f) = 1. 


DEMOSTRACIÓN. El exponente de a* es el menor entero positivo x tal que 
a** = 1 (mod m). 


Es también el menor x > 0 tal que kx = 0 (mod f). Pero esta última congruencia 
es equivalente a la congruencia 
f 
x =0 | mod=}, 
(moa 


en donde d = (k,f). La menor solución positiva de esta congruencia es f/d, luego 
exp,,(a*) =f/d, tal como habíamos afirmado. 


El lema 1 se utilizará para demostrar la existencia de raíces primitivas para 
módulos primos. De hecho determinaremos el número exacto de raíces primitivas 
mod p. 


Teorema 10.4 Sea p un primo impar y sea d un divisor positivo de p — 1. En- 
tonces en cada sistema residual reducido mod p tenemos exactamente (d) números 
tales que 


exp,(a) = d. 


En particular, cuando d = p(p) =p — 1 tenemos exactamente p(p — 1) raíces pri- 
mitivas. 


DEMOSTRACIÓN. Usamos el método empleado en el capítulo 2 para probar la 
relación 
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Y 0(d) = n. 
din 
Los números 1,2,...,p — 1 se hallan distribuidos en conjuntos disjuntos A(d), 


correspondiendo cada uno de ellos a un divisor d de p — 1. Aquí definimos 
A(d) = {x:1< x< p— l1 y exp,(x) =d}. 


Sea f(d) el número de elementos de A(d). Entonces f(d) = 0 para cada d. Nuestro 
propósito consiste en demostrar que f(d) = p(d). 

Como los conjuntos A(d) son disjuntos y cada x = 1,2, ...,p — 1 pertenece 
a algún A(d), tenemos 


Y Sd) =p-1. 
dlp-1 
Pero también tenemos 
2 9d) =p-1 
dip-1 


luego 
¿E 2 — FO} = 0, 


Para demostrar que cada término de esta suma es cero es suficiente demostrar que 
F(d) < p(d). Para ello basta ver que f(d) = 0 o f(d) = p(d); 0, conotras palabras, 
que f(d) # 0 implica f(d) = p(d). 

Suponemos que f(d) # 0. Entonces A(d) es no vacío, luego, para algún a, a e A(d). 
Por consiguiente 


exp,(a) = d, por lo tanto af = 1 (mod p). 
Pero cada potencia de a satisface la misma congruencia, luego los d números 
(3) A | a 
son soluciones de la congruencia polinómica 


(4) x? — 1 = 0 (mod p), 
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y estas soluciones son incongruentes mod p ya que d = exp,(a). Pero (4) a lo sumo 
tiene d soluciones pues el módulo es primo, por lo que los d números de (3) deben 
ser todas las soluciones de (4). Luego cada número de A(d) deberá ser de la forma a* 
para un k = 1,2, ..., d. ¿Cuándo exp,(a*) = d? De acuerdo con el lema 1 ocu- 
rrirá si, y sólo si, (k, d) = 1. Con otras palabras, entre los d números de (3) hay p(d) 
que tienen exponente d mod p. Luego hemos demostrado que f(d) = p(d) si f(d) # 0. 
Como hemos indicado anteriormente, esto termina la demostración. O 


10.5 RAÍCES PRIMITIVAS Y RESTOS CUADRÁTICOS 


Teorema 10.5 Sea g una raíz primitiva mod p, en donde p es un primo impar. ` 
Entonces las potencias pares 


2.4 -1 
wat 
son los restos cuadráticos mod p, y las potencias impares 
3 -2 
9, g y...) g? 


son los no restos cuadráticos mod p. 


DEMOSTRACIÓN. Si n es par, n = 2m, entonces g” = (g”)? luego 
g" = x (mod p), en donde x = g". 


Luego g”Rp. Pero hay (p — 1)/2 potencias pares distintas g?, ..., g”-* módulo p 
y el mismo número de restos cuadráticos mod p. Por consiguiente las potencias 
pares son los restos cuadráticos y las potencias impares los no restos cuadráticos. [Q 


10.6 LA EXISTENCIA DE RAÍCES PRIMITIVAS mod p* 


Ahora volvemos al caso m = p*, en donde p es un primo impar y « > 2. Al 
buscar raíces primitivas mod p* es natural considerar como posibles las raíces 
primitivas mod p. Si g es una de estas raíces, nos preguntamos cuando g será tam- 
bién una raíz primitiva mod p?. Ahora bien g? = | (mod p) y, dado que p(p?) = 
=píp — 1) >p — 1, tenemos que dicha g no es ciertamente una raíz primitiva 
mod p? si g?-* = 1 (mod p?). Por consiguiente la relación 


g”"* #1 (mod p°) 
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es una condición necesaria para que una raíz primitiva mod p sea también una 
raíz primitiva mod p?. Es importante observar que esta condición también es sufi- 
ciente para que g sea una raíz primitiva mod p? y, en general, mod p* para todas 
las potencias « > 2. En efecto, tenemos el siguiente teorema. 


Teorema 10.6 Sea p un primo impar. Entonces tenemos: 


(a) Si g es una raíz primitiva mod p, entonces g es también una raíz primitiva 
mod p* para todo « > 1 si, y sólo si, 


(5) g”"* A 1 (mod p°). 


(b) Por lo menos existe una raíz primitiva g mod p que satisface (5), luego por 
lo menos existe una raíz primitiva mod p* si « > 2. 


DEMOSTRACIÓN. Primero demostraremos (b). Sea g una raíz primitiva mod p. 
Si g?-1 Æ 1 (mod p°) no hay nada que probar. Ahora bien, si g?-! = 1 (mod p?), 
observamos que g, = g + p,que es otra raíz primitiva módulo p, satisface la con- 
dición 


gi” ' #1 (mod p°). 
En efecto, tenemos 


g~? = (g + p~? = g~! + (p - 1g? ?p + tp? 
g”"* + (p° — p)g?"* (mod p°) 
1 — pg’~* (mod p°). 


Pero no es posible pg”? = 0 (mod p?) ya que ello implicaría g”-? = 0 (mod p), 
en contradicción con el hecho de que g es una raíz primitiva mod p. Luego g?-1 % 1 
(mod p?), con lo que (b) queda demostrado. 

Ahora veamos (a). Sea g una raíz primitiva módulo p. Si esta g es una raíz pri- 
mitiva mod p“ para todo « > 1 entonces, en particular, es una raíz primitiva mod p? 
y, como ya hemos indicado tendremos (5). 

Veamos ahora el recíproco. Suponemos que g es una raíz primitiva mod p que 
satisface (5). Debemos demostrar que g también es una raíz primitiva mod p* para 
todo « > 2. Sea t el exponente de g mod p*. Queremos ver que t = p(p”). Dado 
que g' =1 (mod p°) tenemos también g' =1 (mod p) luego p(p)|lt y podemos 
escribir 


Ma 


(6) t = q0(p). 
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Ahora bien 1|p(p”), luego gy(p)|p(p*). Pero p(p”) =p" (p — 1), luego 
qip — 1)|p*" Up — 1) 


que significa que q|p”-*. Por consiguiente q = p”, en donde PB < «— 1, y (6) se 
transforma en 


t = přip — 1). 
Si demostramos que $ = « — 1 entonces t = p(p*) y la demostración estará ter- 


minada. 
Suponemos, por el contrario, que f < « — 1. Entonces $ < « — 2 y tenemos 


= pp — 1)|\p*-*(p — 1) = o0% '). 
Entonces, como y(p*-!) es un múltiplo de 1, esto implica, 
(7) ger" = 1 (mod p’). 


Ahora utilizamos el lema que sigue para demostrar que (7) es una contradicción. 
Esta contradicción completará la demostración del teorema 10.6. O 


Lema 2. Sea g una raíz primitiva módulo p tal que 
(8) g”7* #1 (mod p°). 
Entonces, para cada « > 2, tenemos 
(9) go" 4 1 (mod p°). 


DEMOSTRACIÓN DEL LEMA 2 Usamos inducción sobre «. Para « = 2, la rela- 
ción (9) se reduce a (8). Suponemos entonces que (9) se verifica para «. Por el teo- 
rema de Euler-Fermat tenemos 


goe""” = 1 (mod p*”!) 
o sea 


gue? = 1 + kpt? 
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en donde p r k en virtud de (9). Elevando los dos miembros de la última igualdad 
a la potencia p obtenemos 


ge = (1 + kp! =1 + kp + k? Pe pens Fe”, 


Ahora bien 24 — l > «+ l y 3a —3 => «+ l ya que «= 2. Luego la última 
ecuación proporciona la congruencia 


gr") = 14 kp* (mod pitt) 


en donde p x k. Con otras palabras, g¥" 4 1 (mod p**!) o sea que (9) se verifica 
para « + 1, si se verifica para a. Esto termina la demostración del lema 2 y también 
la del teorema 10.6. O 


10.7 LA EXISTENCIA DE RAÍCES PRIMITIVAS mod 2p* 


Teorema 10.7 Sip es un primo impar y « > 1 existen raíces primitivas impares g 
módulo p*. Cada una de tales g es también una raíz primitiva módulo 2p*. 


DEMOSTRACIÓN. Si g es una raíz primitiva módulo p* también lo es g + p°. 
Pero bien g o g + p° es impar, luego siempre existen raíces primitivas impares mod p*. 
Sea g una raíz primitiva impar módulo p* y sea f el exponente de g mod 2p*. De- 
bemos demostrar que f = p(2p"). Ahora bien f|p(2p"), y (2p*) = ppl pA = plp’), 
luego flp(p*). Por otro lado, gf = 1 (mod 2p"), o sea que g” = 1 (mod p°), luego 
p(p")|f ya que g es una raíz primitiva mod p*. Por consiguiente f = (p°) = (2p%), 
luego g es una raíz primitiva mod 2p*. O 


10.8 LA NO EXISTENCIA DE RAÍCES PRIMITIVAS 
EN LOS RESTANTES CASOS 


Teorema 10.8 Dadom >= | en donde m no es de la forma m = 1, 2, 4, p°, o 2p*, 
en donde p es un primo impar, entonces para todo a con (a, m) = 1 tenemos 


arm = | (mod m), 


luego no existen raices primitivas mod m. 
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DEMOSTRACIÓN. Hemos demostrado ya que no existen raíces primitivas mod 22 
si a > 3. Por consiguiente podemos suponer que m admite la descomposición 


m= 2p,"---p" 


en donde los p; son primos impares, s > 1, y « > 0. Dado que m no es de la forma 
1, 2, 4, p o 2p* tenemos a > 2 si s = 1 y s > 2 si « = 0 ó 1. Obsérvese que 


p(m) = ppp”) olp). 
Sea ahora a un entero primo con m. Debemos probar que 
ami? = 1 (mod m). 
Sea g una raíz primitiva mod p® y elijamos k de forma que 
a = g* (mod p,”). 
Entonces tenemos 
(10) . gema = ghoimi2 = geo (mod pi”) 
en donde 
t = ke(2*)p(p2) --plps*)/2. 


Probaremos que f es un entero. Si « > 2, el factor p(2%) es par y entonces ¢ es un 
entero. Si « = 0 ó 1, entonces s > 2 y el factor p(p¿*) es par, luego 1 es un entero 
también en este caso. Luego la congruencia (10) nos da 


arm? = 1 (mod p,”). 


Del mismo modo obtenemos 


(11) av’? = 1 (mod p;*) 


para cada i= 1,2,...,s. Ahora probaremos que esta congruencia también se 
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verifica mod 2°. Si « > 3 la condición (a, m) = 1 requiere que a sea impar y po- 
demos aplicar el teorema 10.3 para escribir 


a?2/2 = 1 (mod 2*). 
Como ¢(2")|y(m) esto nos proporciona 


(12) arm? = 1 (mod 2”) 


para a > 3. 
Si « < 2 tenemos 


(13) arena = 1 (mod 2”). 


Pero s > 1, luego p(m) =pQ%p(pj) -.. (p3) = 2rp(2”), en donde r es un 
entero. Luego y(2*)|p(m)/2 y (13) implica (12) para « < 2. Luego (12) se verifica 
para todo «. Multiplicando las congruencias (11) y (12) obtenemos 


a%™/2 = 1 (mod m), 


y ello demuestra que a no puede ser una raíz primitiva mod m. O 


10.9 EL NÚMERO DE RAÍCES PRIMITIVAS mod m 


Hemos demostrado que un entero m = | tiene una raíz primitiva si, y sólo si, 
m= 1, 2,.4,:p" o 2p; 


en donde p es un primo impar y « > 1. El teorema que sigue nos dice cuántas 
raíces primitivas existen para cada m. 


Teorema 10.9 Si m tiene una raíz primitiva g entonces m tiene exactamente 
p(p(m)) raices primitivas incongruentes y están dadas por los números del conjunto. 


S= {g": 1 < n< q(m), y (n, p(m)) = 1). 


DEMOSTRACIÓN. Tenemos expm(g) = p(m), y el lema 1 prueba que exp,,(g") = 
exp,,(g) si, y sólo si, (n, p(m)) = 1. Por consiguiente cada elemento de S es una 
raíz primitiva mod m. 

Recíprocamente, si a es una raíz primitiva mod m, entonces a = g* (mod m) 
para algún k = 1, 2, ..., p(m). Luego exp,(g*) = expn(a) = p(m), y el lema 1 im- 


266 Raíces primitivas 


plica (k, p(m)) = 1. Por consiguiente cada raíz primitiva es un elemento de S. 
Puesto que S contiene p(p(m)) elementos no congruentes mod m la demostración 
queda establecida. O 


Aunque hemos demostrado la existencia de raíces primitivas para ciertos mó- 
dulos, no se conoce ningún método directo para calcular tales raíces, de forma 


Tabla 10.1 g(p) es la menor raíz primitiva del primo p 
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general, sin efectuar gran cantidad de cálculos, especialmente para módulos grandes. 


Si g(p) designa la menor raíz primitiva mod p, la tabla 10.1 da una lista de g(p) 
para todos los primos < 1000, 


10.10 CÁLCULO DE ÍNDICES 


Si m tiene una raíz primitiva g, los números 1, g, g?, ..., g2'1 forma un sis- 
tema residual reducido mod m. Si (a, m) = | existe un único entero k en el inter- 
valo 0 < k < q(m) — 1 tal que 


a = g* (mod m). 
Este entero se llama índice de a en base g (mod m), y escribimos 
k = ind, a 

o simplemente k = índ a cuando la base g se sobrentiende. 

El teorema que sigue prueba que los índices tienen propiedades análogas a las 
de los logaritmos. La demostración se deja como ejercicio para el lector. 

Teorema 10.10 Sea g una raíz primitiva mod m. Si (a, m) = (b, m) = 1 tenemos: 

(a) ind (ab) = ind a + ind b (mod g(m)). 

(b) ind q” = n ind a (mod p(m)) si n= 1. 

(c) ind 1 =0 e indg = 1. 


(d) ind (— 1) = y(m)/2 si m >2. 
(e) Si g' es también una raíz primitiva mod m entonces 


ind, a = ind, a- ind, g’ (mod ¢(m)). 


La tabla 10.2 de las pp. 268-269 da los indices para todos los números a # 0 
(mod p) y para todos los primos p < 50. La base g es la menor raíz primitiva de p. 
Los siguientes ejemplos ilustran el uso de índices para resolver congruencias. 


EJEMPLO 1 Congruencias lineales. Suponemos que m tiene una raíz primitiva 
y que (a, m) = (b, m) = 1. Entonces la congruencia lineal 


L 
(14) ax = b (mod m) 


es equivalente a la congruencia 


Tabla 10.2 Índices de todos los números a £ 0 (mod p) para primos impares 


p < 50. La base g es la menor raíz primitiva de p 


Primos 
3 


0 
1 


un 


NY O 


uh tuo ~ 


Ww 


11 


Hb nun 0 © 


ANDwWro 


17 


_ 
DAohwr~ 


oo 


12 
15 


11 


ol 8 


N 
NN Ll mn 


12 


10 
23 


25 
18 


13 
27 


21 
11 


24 


31 


24 


18 


25 
28 
12 


14 


23 
19 
11 
22 
21 


y 
E MA 


37 


26 
23 


27 
32 


16 
24 


28 
11 
33 
13 


17 
35 
25 


41 


26 
15 
12 
22 


oS 8S — 


27 
31 
25 
37 


24 
33 
16 


43 


27 


12 
25 


35 
39 


10 


30 
13 
32 
20 
26 


24 
38 
29 
19 
37 


47 


18 
20 
36 


38 
32 


19 


10 
11 


21 


26 
16 
12 
45 
37 


21 


23 
24 
25 


26 
27 
28 


31 
32 
33 


35 


36 
37 
38 
39 


41 
42 
43 


45 


13 
11 


17 


26 


16 


19 


14 


17 
27 
13 
10 


16 


15 


22 
31 
15 
29 
10 


14 
36 
13 
17 
11 
23 
28 
10 
18 


19 
21 


Sabin 


15 
24 
13 
43 
41 


23 
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ind a + ind x = ind b (mod q(m)), 
luego la única solución de (14) satisface la congruencia 
ind x = ind b — ind a (mod g(m)). 
Para efectuar un ejemplo numérico, consideremos la congruencia lineal 
9x = 13 (mod 47). 
La correspondiente relación entre índices es 
ind x = ind 13 — ind 9 (mod 46). 
De la tabla 10.2 obtenemos ind 13 = 11 e ind 9 = 40 (para p = 47), luego 
ind x = 11 — 40 = —29 = 17 (mod 46). 
De nuevo recurriendo a la tabla 10.2 obtenemos x = 38 (mod 47). 
EJEMPLO 2 Congruencias binomiales. Una congruencia de la forma 
x" = a (mod m) 


se llama congruencia binomial. Si m tiene una raíz primitiva y si (a,m) = 1 
ésta es equivalente a la congruencia 


n ind x = ind a (mod g(m)), 
que es lineal en Ja incógnita ind x. Como tal tiene solución si, y sólo si, inda es divi- 
sible por d = (n, p(m)), en cuyo caso tiene exactamente d soluciones. 
Para ilustrarlo con un ejemplo numérico, consideramos la congruencia binomial 
(15) x* = a (mod 17). 


La relación con índices que le corresponde es 


(16) 8 ind x = ind a (mod 16). 


En este ejemplo d = (8, 16) = 8. La tabla 10.2 prueba que 1 y 16 son los únicos 


Raíces primitivas 271 
números mod 17 cuyo índice es divisible por 8. En efecto, ind 1 = 0 e ind 16 =8. 


Luego (15) carece de solución si a+ 1 o a Æ 16 (mod 17). 
Para a = l, la congruencia (16) se transforma en 


(17) 8 ind x = 0 (mod 16), 
y para a= 16 se transforma en 
(18) 8 ind x = 8 (mod 16). 


Cada una de ellas tiene exactamente ocho soluciones mod 16. Las soluciones de (17) 
son los x cuyo índice es par, 


x = 1,2, 4, 8, 9, 13, 15, 16 (mod 17). 


Estos, además, son los restos cuadráticos de 17. Las soluciones de (18) son los x 
cuyo indice es impar; son los no restos cuadraticos de 17, 


x = 3,5, 6, 7, 10, 11, 12, 14 (mod 17). 


EJEMPLO 3 Congruencias exponenciales. Una congruencia exponencial es una 
congruencia de la forma 


a* = b (mod m). 


Si m admite una raíz primitiva y si (a, m) = (b, m) = 1, es equivalente a la con- 
gruencia lineal 


(19) x ind a = ind b (mod ¢(m)). 


Sea d = (ind a, p(m)). Entonces (19) tiene una solución si, y sólo si, dlind b, en 
cuyo caso existen exactamente d soluciones. En el ejemplo numérico 


(20) 25* = 17 (mod 47) 


tenemos ind 25 = 2, ind 17 = 16, y d = (2, 46). Por consiguiente (19) se trans- 
forma en 


2x = 16 (mod 46), 
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con dos soluciones, x = 8 y 31 (mod 46). Éstas son también las soluciones de (20) 
mod 47. 


10.11 RAÍCES PRIMITIVAS Y CARACTERES DE DIRICHLET 


Las raíces primitivas y los índices se pueden utilizar para construir explícita- 
mente todos los caracteres de Dirichlet mod m. En primer lugar el módulo consi- 
derado es la potencia p* de un primo p impar y « > 1. 

Sea g una raíz primitiva mod p que sea también raíz primitiva mod p° para 
todo f > 1. Tales g existen en virtud del teorema 10.6. Si (n, p) = 1, sea b(n)=ind, n 
(mod p°) así que b(n) es el único entero que satisface las condiciones 


n = g"” (mod p°), 0 < b(n) < q(p”. 


Para h = 0, 1, 2, ..., p(p*) — 1, definimos y, por las relaciones 


e2ribimiotos) si ptn, 


(21) x(n) = H 


si pln. 


Utilizando las propiedades de los índices es fácil comprobar que y, es completamente 

multiplicativa y periódica con período p°, luego y, es un carácter de Dirichlet mod p°, 

y Xo es el carácter principal. La comprobación se deja como ejercicio para el lector. 
Como 


xg) = e?rihloto”) 


los caracteres Xo, %1» -- +s %g(pa)-1 SON distintos ya que toman distintos valores en g. 
Por consiguiente dado que existen y(p*) de estas funciones, representan todos los 
caracteres de Dirichlet mod p*. La misma construcción vale para mod 27 si « = 1 6 2, 
utilizando g = 3 como raiz primitiva. 

Ahora si m = pf ... p? en donde los p; son primos impares distintos, y si 7; 
es un carácter de Dirichlet mod pf‘, entonces el producto y = y, ... %7 es un ca- 
rácter de Dirichlet mod m. Como 9(m) = p(p%) ... p(p%) obtenemos g(m) de 
tales caracteres cuando cada y, recorre los p(p*) caracteres mod p;'. Luego 
tenemos construidos explícitamente todos los caracteres mod m para cada módulo 
impar m. 

Si « > 3, el módulo 2* carece de raíces primitivas y necesitamos una construc- 
ción ligeramente diferente para obtener los caracteres mod 2%. El teorema que 
sigue demuestra que 5 es un buen substituto para una raíz primitiva mod 2*. 
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Teorema 10.11 Suponemos « > 3. Entonces, para cada entero impar n, existe 
un entero b(n), univocamente determinado, tal que 


n = (—1)07 9/25% (mod 2%), con 1 < b(n) < p(2%)/2. 


DEMOSTRACIÓN. Sea f = expza(5) o sea que 5‘ = 1 (mod 2°). Probaremos que 
f=p(Q/2. Ahora bien f|p(2*) = 2°, luego f=2* para algún $ < « — 1. Del 
teorema 10.8 deducimos 


5022 = 1 (mod 2”), 


luego f < p(29)/2 = 2°-*. Por consiguiente $ < « — 2. Probaremos que f = « — 2, 
Si elevamos los dos miembros de la igualdad 5 = 1 + 2? a la potencia f = 2° 
obtenemos 


Sí = (1 +29 =1421*? + 12843 = 1 4 264201 + 2r) 


en donde r es un entero. Luego 5’ — 1 = 24*?t, en donde 1 es impar. Pero 2*|(5/ — 1) 
por lo que a < f + 2, o bien $ > a — 2. Luego Bf =a — 2 y f = 2° = p(29)/2, 
Por consiguiente los números 


(22) A 


son incongruentes mod 2°. También cada uno de ellos es = 1 (mod 4) ya que 5 = 1 
(mod 4). Análogamente los números 


(23) A 12 


son incongruentes mod 2” y cada uno de ellos es = 3 (mod 4) ya que — 5=3 
(mod 4). Existen 2f = (2°) números en (22) y (23) conjuntamente. Además no es 
posible que 5* = — 5” (mod 2°) ya que ello implicaría 1 = — 1 (mod 4). Luego 
los números de (22) junto con los de (23) representan p(2*%) números impares in- 
congruentes mod 2%. Cada impar n = 1 (mod 4) es congruente mod 2* a uno de 
los números de (22), y cada impar n = 3 (mod 4) es congruente con uno de (23). 
Esto prueba el teorema. El 


Con la ayuda del teorema 10.11 podemos construir todos los caracteres mod 2* 
si a > 3. Sea 
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(- 10702 sin es impar, 


(24) fín) = f 0 


si n es par, 


y sea 


6s e2nibini2*-? Si n es impar, 
n) = i 
g 0 Sl n es par, 


en donde b(n) es el entero proporcionado por el teorema 10.11. Entonces es fácil 
comprobar que cada uno de los f y de los g es un carácter mod 2”. Luego también 
lo es cada producto 


(25) Xa, (n) = f (ngin) 


en donde a = 1, 2, y c=1,2,...,p(2*)/2. Además, estos (2°) caracteres son dis- 
tintos, luego representan todos los caracteres mod 2*. 

Ahora, si m =2“0 en donde Q es impar, formamos los productos 7 = %1% 
en donde y, recorre los p(2“) caracteres mod 2* y y, recorre los g(Q) caracteres 
mod O para obtener todos los caracteres mod m. 


10,12 CARACTERES DE DIRICHLET mod p° 
CON VALORES REALES 


Si y es un carácter de Dirichlet mod m con valores reales y (n, m) = 1, el nú- 
mero y(n) es a la vez una raíz de la unidad y es real, luego y(n) = + 1. Por la cons- 
trucción de la sección anterior podemos determinar todos los caracteres de Dirichlet 
mod p* con valores reales. 


Teorema 10.12 Para un primo p impar y « = 1, consideremos los (p°) carac- 
teres de Dirichlet y, mod p* dados por (21). Entonces y, es real si, y sólo si, h = 0 


o h =yq(p")/2. Luego existen exactamente dos caracteres reales mod p°. 


DEMOSTRACIÓN. Tenemos e** = +1 si, y sólo si, z es un entero. Si p/n 
tenemos 


x(n) = e2rihb(n)/o(p*) 


luego y(n) = + 1 si, y sólo si, p(p*)|2hb(n). Esta condición la satisface todo n si 
h = 0 o si h = g(p°)/2. Reciprocamente, si p(p*)|2hb(n) para todo n entonces cuando 
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b(n) = 1 tenemos p(p")|2h o p(p%)/2|h. Luego h = 0 o h = p(p")/2 ya que éstos son 
los únicos múltiplos de p(p*)/2 menores que p(p*). O 


Nota. El carácter que corresponde a h = 0 es el carácter principal. Cuando 
« = 1 el carácter cuadrático y(n) = (n|p) es el otro carácter real mod p. 


Para los módulos m = 1, 2, y 4, todos los caracteres de Dirichlet son reales. 
El teorema que sigue describe los caracteres reales mod 2* cuando « > 3, 


Teorema 10.13 Si « > 3, consideramos los p(2”) caracteres de Dirichlet %4, 
mod 2° dados por (25). Entonces za, es real si, y sólo si, c = p(2%)/2 ó c = y(2%)/4. 
Luego hay exactamente cuatro caracteres reales mod 2° si « > 3. 


DEMOSTRACIÓN. Si « > 3 y n es impar tenemos, por (25), 


Xa, (n) = f(n)*g(n)° 


en donde f(n) = +1 y 


-2 
gíny = e2tich(n)/2* s 


con 1 < ¢ < 2%, Esto es + 1 si, y sólo si, 2%°|2cb(n), 6 2 |cb(n). Puesto que 
p(2*) = 2% esta condición se verifica si c = p(2")/2 =2*2 o si c = 9(2%)/4 = 27%. 
Recíprocamente, si 2°|cb(n) para todo n entonces b(n) = 1 requiere que 2%|c o 
sea que ¢ = 273 6 222 ya que l< c< 222, O 


10,13 CARACTERES DE DIRICHLET PRIMITIVOS mod p° 


En el teorema 8.14 probábamos que cada carácter no principal y mod p es 
primitivo si p es primo. Ahora determinaremos todos los caracteres de Dirichlet 
primitivos mod p“. 

Recordemos (sección 8.7) que y es primitivo mod k si, y sólo si, y carece de 
módulo inducido d < k. Un módulo inducido es un divisor d de k tal que 


y(n) =1 si (n,k) =1 y n=1 (modd). 
Si k = p" y y es no primitivo mod p° entonces uno de los divisores 1, p, ..., pt 


es un módulo inducido y por tanto p* es un módulo inducido. Por consiguiente, 
y es primitivo mod p* si, y sólo si, p""1 no es un módulo inducido para y. 
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Teorema 10.14 Para un primo impar p y « > 2, consideramos los (p°) carac- 
teres de Dirichlet y, mod p° dados por (21). Entonces y, es primitivo mod p° si, y 
sólo si, pth. 


DEMOSTRACIÓN. Probaremos que p“ es un módulo inducido si, y sólo si, 
plh. Si ptn tenemos, por (21), 


q kn) = eze, 


en donde n =g"” (mod p°) y g es una raíz primitiva mod p” para todo f > 1. 
Por consiguiente 


g” =n (mod p*”?). 


Ahora si n= 1 (mod p**) entonces g” =1 (mod p°!) y, como g es una raíz 
primitiva de pe~, tenemos p(p*)|b(m), luego 


b(n) = tolp?) = to(p)/p 


para un entero t. Por lo tanto 


x(n) = e2tihtip 


Si p|h,esto es igual a 1 y por lo tanto x, no es primitivo mod p“. Si p 4 h tomamos 
n = 1 + p+. Entonces n = 1 (mod pa) pero n ¥ 1 (mod p°) o sea que 0 < b(n) < 
< p(p*). Por consiguiente p t t, pt ht y x(n) + 1. Esto demuestra que y, es pri- 
mitivo si py h. O 


Cuando m = 1 6 2, existe un único carácter y mod m, el carácter principal. 
Si m = 4 existen dos caracteres mod 4, el carácter principal y el carácter primitivo f 
dado por (24). El teorema que sigue describe todos los caracteres primitivos mod 2* 
para « > 3. La demostración es análoga a la del teorema 10.14 y se deja como 
ejercicio al lector. 


Teorema 10.15 Si «> 3, consideramos los p(2%) caracteres de Dirichlet xo. 
mod 2* dados por (25). Entonces y... es primitivo mod 2* si, y sólo si, c es impar. 


Los resultados precedentes describen todos los caracteres primitivos mod p* 
para todas las potencias de primos. Para determinar los caracteres primitivos para 
módulos compuestos k escribimos 


k = pep 
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Entonces cada carácter y mod k se descompone en la forma 


K= A aaa 


en donde cada y; es un carácter mod pt. Además, por el ejercicio 8.12, y es pri- 
mitivo mod k si, y sólo si, cada y, es primitivo mod p%. Por consiguiente tenemos 
una descripción completa de todos los caracteres primitivos mod k. 


Ejercicios del capítulo 10 


1. Probar que m es primo si, y sólo si, expm(a) = m —, 1 para algún a. 
2. Si (a, m) = (b, m) = 1 y si (expm(@), expm(b)) = 1, probar que 


exp,,(ab) = exp,,(a)exp,,(b). 


3. Sea g una raiz primitiva de un primo impar p. Probar que — g también es una raiz primitiva 
de p si p= 1 (mod 4), pero que expp (— 8) = (p —1)/2 si p= 3 (mod 4). 

4. (a) Probar que 3 es una raíz primitiva mod p si p es un primo de la forma 2" + 1, n> 1. 
(b) Probar que 2 es una raiz primitiva mod p si p es un primo de la forma 4g + 1, en donde g 

es un primo impar. 

5. Sea m > 2 un entero con una raiz primitiva, y sea (a, m) = 1. Escribiremos aRm si existe un 
x tal que a= x? (mod m). Probar que: 
(a) aRm si, y sólo si, av(™)/2= 1 (mod m). 
(b) Si aRm, la congruencia x*= a (mod m) tiene exactamente dos soluciones. 
(c) Existen exactamente p(m)/2 enteros a, incongruentes mod m, tales que (a, m) = 1 y aRm. 

6. Suponemos m > 2, (a, m) = 1, aRm. Probar que la congruencia x? = a (mod m) tiene exac- 
tamente dos soluciones si, y sólo si, m tiene una raíz primitiva. 

7. Sea S(p) = DE k”, en donde p es un impar y n> 1. Probar que 


$ =Í 0 (mod p) sin #0 (mod p — 1), 
ol) = —1 (mod p) sin = 0 (mod p — 1). 


8. Probar que la suma de las raíces primitivas mod p es congruente con u(p — 1) mod p. 

9. Si p es un primo impar > 3, probar que el producto de las raíces primityas mod p es con- 
gruente con 1 mod p. i 

10. Sea p un primo impar de la forma 2? + 1. Probar que el conjunto de las raíces primitivas 
mod p es igual al conjunto de los no restos cuadráticos mod p. Utilizar este resultado para 
probar que 7 es una raíz primitiva de cada uno de estos primos. 

11. Suponemos que d|p(m). Si d = expm(a) decimos que a es una raíz primitiva de la congruencia 


x’ = 1 (mod in). 
Probar que si la congruencia 
xo = 1 (mod m) 


tiene una raíz primitiva entonces tiene p(p(m)) raíces primitivas, incongruentes mod m. 
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12. Probar las propiedades de los índices descritas en el teorema 10.10. 
13. Sea p un primo impar. Si (h, p) = 1 sea 


Sth) = (h":1<n< pp — 1), (n, p — 1) = 1). 


Si h es una raíz primitiva de p, los números del conjunto S(A) son distintos mod p (son de hecho, 
las raíces primitivas de p). Probar que existe un entero h, que no es raíz primitiva de p, tal que 
los números de S(h) son distintos mod p si, y sólo si, p = 3 (mod 4). 

14. Si m > 1, sean p,,..., px divisores primos distintos de p(m). Si (g, m) = 1, probar que g es 
una raíz primitiva de m si, y sólo si, g no satisface ninguna de las congruencias g?)/pPi=1 (mod m) 
para i = l, 2,..., k: 

15. El primo p = 71 tiene 7 raíces primitivas. Buscar todas las raíces primitivas de 71 y también 
una raíz primitiva de p? y de 2p°. 

16. Resolver cada una de las congruencias siguientes: 

(a) 8x = 7 (mod 43). 
(b) xè = 17 (mod 43). 
(c) 8* = 3 (mod 43). 

17. Sea q un primo impar y sea p = 4q + 1 también primo. 

(a) Probar que la congruencia x? = — 1 (mod p) tiene exactamente dos soluciones, y que 
cada una de ellas es un no resto cuadrático de p. 

(b) Probar que cada no resto cuadrático de p es una raíz primitiva de p, con la excepción de 
los dos no restos de (a). 

(c) Hallar todas las raíces primitivas de 29. 

18. (Extensión del ejercicio 17.) Sea q un primo impar y supongamos que p = 24 + 1 es primo. 
Probar que cada no resto cuadrático a de p es una raíz primitiva de p si a?” # 1 (mod p). 

19. Probarque sólo existen dos caracteres reales primitivos mod 8 y construir una tabla que désus 
valores. 

20. Sea y un carácter real primitivo mod m. Si m no es una potencia de 2 probar que m tiene la 
forma 


m= Xp p, 
en donde los p; son primos distintos impares y « = 0, 2 6 3. Si x = 0 probar que 


AD) = [Enea 


plm 


y hallar una fórmula análoga para y(— 1) cuando a = 2. 


Capítulo 11 


Series de Dirichlet 
y productos de Euler 


11.1 INTRODUCCIÓN 


En 1737 Euler demostró el teorema de Euclides relativo a la existencia de una 
infinidad de números primos viendo que la serie > p, extendida a todos los nú- 
meros primos, diverge. Este resultado lo dedujo del hecho de que la función zeta 
€(s), dada por 


(1) {(s) = 


a 
ns 


ite 


para valores reales s > 1, tiende a co cuando s > 1. En 1837, Dirichlet demostró su 
célebre teorema relativo a los primos existentes en una progresión aritmética estu- 
diando la serie 





(2) Lís, x) = 


iMs 
zx 
3 


en donde y es un carácter de Dirichlet y s > 1. 
Las series (1) y (2) son ejemplos de series de la forma 


$ fín) 


n=1 n 





(3) 
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en donde f(n) es una función aritmética. Estas series reciben el nombre de series 
de Dirichlet de coeficientes f(n). Estas series constituyen una de las herramientas 
más útiles de la Teoría analítica de números. 

Este capítulo estudia las propiedades generales de las series de Dirichlet. El 
capítulo siguiente efectúa un estudio más detallado de la función zeta de Riemann 
¿(s) y de las L-funciones de Dirichlet L(s, x). 


Notación. De acuerdo con Riemann, sea s una variable compleja y escribamos 
s=0+it, 


en donde o y ¢ son reales. Entonces n° = e*1%8B" = e(0+1) logn — p'e“ logn, Esto 
prueba que [nó] = nê puesto que |e] = 1 para 6 real. 


El conjunto de puntos s = ø + it tales que o >a se llama semiplano. Demos- 
traremos que, para cada serie de Dirichlet, existe un semiplano o > o, en el que 
la serie converge, y otro semiplano o > o, en el que converge absolutamente. Pro- 
baremos además que, en el semiplano de convergencia, la serie representa una 
función analítica de la variable compleja s. 


11.2 EL SEMIPLANO DE CONVERGENCIA ABSOLUTA 
DE UNA SERIE DE DIRICHLET 


Observemos en primer lugar que, si ø > a, tenemos |n'| = n” > n*, por lo tanto 


< OI 
n 


f 


n 











Por consiguiente, si una serie de Dirichlet > f(n)n”* converge absolutamente para 
s =a + ib, entonces, por el criterio de comparación, converge también absoluta- 
mente para todo s con o > a. 


Teorema 11,1 Supongamos que la serie >|f(n)n"8| ni converge para todo s ni 
diverge para todo s. Entonces existe un número real o,, llamado abscisa de conver- 
gencia absoluta, tal que la serie > f(n)n-* converge absolutamente si © > 0, pero, en 
cambio, no converge absolutamente, si © < Oq. 


DEMOSTRACIÓN. Sea D el conjunto de todos los números reales o tales que 
> |f(mn”*| diverge. D es no vacío puesto que esta serie no converge para todos, y D 
está acotado superiormente ya que la serie no diverge para todo s. Por consiguiente 
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D admite un supremo que llamaremos o,. Si o < Oa, entonces o € D, en otro caso 
o sería una cota superior de D menor que su supremo. Si o > O., entonces o ¢ D 
puesto que o, es el supremo de D. Esto demuestra el teorema. O 


Nota. Si >|f(n)n~| converge para todo real, definimos o, = — oo. Si la serie 
> |f()n-| no converge para ningún s, definimos o, = + oo, 


EJEMPLO 1 Función zeta de Riemann. La serie de Dirichlet 32°, n”* converge 
absolutamente para ø > 1. Cuando s = 1 la serie diverge, por lo tanto o, = 1. 
La suma de esta serie se designa ¢(s) y se llama función zeta de Riemann. 


EJEMPLO 2 Si f está acotada, o sea si |f(n)| < M para todo n > 1, entonces 
>f(n)n~* converge absolutamente para o > 1, luego o, < 1. En particular, si y 
es un carácter de Dirichlet, la L-serie L(s, y) = > y(n)}n™ converge absolutamente 
para o > 1. 


EJEMPLO 3 La serie >n"n”* diverge para cada s, luego o, = + oo, 
EJEMPLO 4 La serie >n-"n-* converge absolutamente para todo s, luego 
Oa = — oo, 
11.3 LA FUNCIÓN DEFINIDA POR UNA 
SERIE DE DIRICHLET 


Suponemos que > f(n)n-* converge absolutamente para o > o, y consideramos 
la función suma F(s): 





n 
i) para o > Oa 


(4) F= 2 


En esta sección se obtienen algunas de las propiedades de F(s). En primer lugar 
se demuestra el lema que sigue. 


Lema 1 SiN>=1yo0>C>00, tenemos 








F faal an eaS | flan 
n=N n=N 


DEMOSTRACIÓN. Tenemos 
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Y fm 
n=N 





< E Ifin) = Y | finn- ne- 
n=N n=N 
SÓ o 
n=N 


El teorema que sigue describe el comportamiento de F(s) cuando o > + oo, 
Teorema 11.2 Si F(s) está definida por (4), entonces 


lim F(o + it) = f(1) 


o> to 
uniformemente pāra — œ < t < + oo, 
DEMOSTRACIÓN. Puesto que F(s) =f(1) + >@of(n)n-*, únicamente debemos 


demostrar que el segundo término tiende a 0 cuando o > + oo, Elegimos c > Ga. 
Entonces para o > c el lema implica 





$ fin) 
n=2 


ns 


=(0-c S =g A 
s 2-9 EIS = > 
n=2 








en donde A es independiente de ø y de t. Dado que 4/2” > 0 cuando o > + co 
el teorema queda establecido. O 


EsempLos ¿(o + it) =1 y L(o + it, q) =-1 cuando o —- + oo. 


A continuación vemos que todos los coeficientes están univocamente determi- 
nados por la función suma. 


Teorema 11.3 Teorema de unicidad. Dadas dos series de Dirichlet 








fin) 


n 


Fo) = Y, y a) = È W, 


ambas absolutamente convergentes para o > 0,. Si F(s) = G(s) para cada s de una suce- 
sión infinita £s, y tal que 0, — + ce cuando k > + co, entonces f(n) = g(n) para cadan. 


DEMOSTRACIÓN. Sea h(n) =f(n) — g(n) y sea H(s) = F(s) — G(s). Entonces 
H(s,) = 0 para cada k. Para probar que A(n) = 0 para todo n, supongamos que 
h(n) 4 0 para un cierto n y obtendremos una contradicción. 
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Sea N el menor entero tal que h(n) 4 0. Entonces 


_ e h(n) AN, $ 2. 


n=N+1 








Luego 





h(N) = N*H(s) — 


z 

hos 
=~ 
HO 


Si hacemos s = s, tenemos H(s,) = 0 luego 


h(N) = —N* y h(n)n 7. 


n=N+1 


Elegimos k tal que o, > c en donde c > cą. Entonces el lema 1 implica 


E) N Ok 
Gk = (okc) eon p 
|A(N)| < NN + 1) 2 |hin)in”"= (z + r) A 


n=N+1 


en donde A no depende de k. Si hacemos que k — co obtenemos (N/(N + 1))% > 0 
luego A(N) = 0, que es una contradicción. O 


El teorema de unicidad implica la existencia de un semiplano en el cual la serie 
de Dirichlet no puede anularse (al menos que se anule idénticamente). 


Teorema 11.4 Sea F(s) = >f(n)n-* y supongamos que F(s) # 0 para un cierto s 
con © < G,. Entonces existe un semiplano © > c = o, en el que F(s) nunca es cero. 


DEMOSTRACIÓN. Supongamos que tal semiplano no existe, Entonces, para cada 


k = 1,2, ... existe un punto s, con o, > k tal que F(s,) = 0. Dado que op > + oo 
cuando k — co el teorema de unicidad prueba que f(n) = 0 para todo n, en con- 
tradicción con la hipótesis de que F(s) % 0 para un s. O 


11.4 MULTIPLICACIÓN DE SERIES DE DIRICHLET 


El teorema que sigue relaciona los productos de series de Dirichlet con la con- 
volución de Dirichlet de sus coeficientes. 


Teorema 11.5 Dadas dos funciones F(s) y G(s) representadas por dos series de 
Dirichlet, 
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F(s) = Y 10 para o >a, 


n=1 


G(s) = £ a") ) para o >b. 


Entonces, en el semiplano en el que ambas series convergen absolutamente, tenemos 


(5) F(a) = E O, 


=1 


en donde h = f*g, es la convolución de Dirichlet de f y g: 


hin) = Y fide( 
din 


Reciprocamente, si F(s)G(s) = > «(n)n~* para todo s de una sucesión {s,} con 
O, > + œ cuando k —> oo, entonces « = f* g. 


DEMOSTRACION. Para todo s en el que ambas series converjan absolutamente 
tenemos 


FOGO = E Som" È amm Y $ Sammy” 


En virtud de la convergencia absoluta podemos multiplicar estas series y reordenar 
sus términos convenientemente sin que ello altere la suma. Juntamos los térmi- 
nos para los que mn es constante, mn = k. Los posibles valores de k son 1,2, ..., 
luego 


F(s)G(s) = El E S(matm Je > LO -. 


en donde A(k) = >mn=.f(n)g(m) = (f* g) (k). Hemos demostrado la primera afir- 
mación y la segunda se sigue inmediatamente del teorema de unicidad. O 


EJEMPLO | Las series Jn y >u(n)jn”* convergen absolutamente para o > 1. 
Si hacemos f(n) =1 y g(n) = u(n) en (5) obtenemos A(n) = [1/n], luego 


us) Y AN it si Si. 
n=1 M 
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En particular, esto prueba que ¿(s) 4 0 para o >1 y que 





EJEMPLO 2 Con más generalidad, suponemos f(1) # 0, y sea g = f, la serie de 
Dirichlet inversa de f. Entonces en todo semiplano en el que ambas series F(s) = 
= Nf(mMn”* y G(s) = > g(mn”* convergen absolutamente tenemos F(s) #0 y 
G(s) = 1/F(s). 


EJEMPLO 3 Suponemos que F(s) = >f(n)n-* converge absolutamente para 
o>o,. Si f es completamente multiplicativa tenemos f-(n) = u(mfín). Como 
FAm] < fin), la serie > u(n)f(n)n~* también converge absolutamente para o > 0, 
y tenemos 

= alfin) _ 1 


A n F(s) Si O > Oi 





En particular, para cada carácter de Dirichlet y, tenemos 


2 alma) 1 
n=1 ns Els, x) 








sio>l. 


EJEMPLO 4 Tomamos f(n)=1 y g(n) = pq(n), indicatriz de Euler. Como 
y(n) < n, la serie > p(n)n”* converge absolutamente para o> 2. Luego A(n) = 
= Dan pd) =n, y (5) nos proporciona 


ds) Y a a y Z =Us—1) si o > 2. 
n=1 2 n 


n=1 


Por consiguiente 








sl 00>2, 


EJEMPLO 5. Hacemos f(n) =1 y g(n) =n". Entonces h(n) = San de = 0,(n), 
y (5) nos proporciona 


Ns — a) = > a si o > max (1, 1 + Re(«)}. 
=1 
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EJEMPLO 6 Hacemos f(n) =1 y g(n) = A(n), función de Liouville. Entonces 


si n = m? para un m, 
Mni) = 2 Mah lo en otro caso, 


luego (5) nos proporciona 


WÈW- È pd 
u 


Por lo tanto 





11.5 PRODUCTOS DE EULER 


El próximo teorema, descubierto por Euler en 1737, a veces, se denomina 
versión analítica del teorema fundamental de la Aritmética. 


Teorema 11.6 Sea f una función aritmética multiplicativa tal que la serie >f(n) 


es absolutamente convergente. Entonces la suma de la serie se puede expresar como 
un producto infinito absolutamente convergente 


6) ESTU + £0) + 109 +3 


extendido al conjunto de todos los números primos. Si f es completamente multi- 
plicativa, el producto se simplifica y se tiene 


= 1 
(7) XS) = io 


Nota. En cada uno de los casos el producto se llama producto de Euler de 
la serie. 


DEMOSTRACION. Consideremos el producto finito 


P(x) = [] {1 + f(p) + fp?) +--+} 
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extendido a todos los números primos p < x. Como es el producto de un nú- 
mero finito de términos de una serie absolutamente convergente podemos multi- 
plicar la serie y reordenar sus términos arbitrariamente sin que se altere la suma. 
Un término tipo es de la forma 


Fri) S0) = f (pi p2” +++ p,”) 


ya que f es multiplicativa. Por el teorema fundamental de la Aritmética podemos, 
escribir 


P(x) = Y fin) 


neÁ 


en donde A consta de todos los n cuya descomposición tiene factores primos < x. 
Por consiguiente 


E flr) -= P) = ES 


en donde B es el conjunto de los n que tienen por lo menos un factor primo > x. 
Por consiguiente 


E fo) —Po)|s EIOS EIo. 


n>x 








Cuando x > co la última suma de la derecha tiende a 0 puesto que >|f(m)| es con- 
vergente. Luego P(x) —- J f(n) cuando x —- oo, 

Ahora bien, un producto infinito de la forma Na + a,) converge absoluta- 
mente siempre que la serie asociada > a, converge absolutamente. En este caso 
tenemos 


LIfe) + f+ ls L (SP) +1f()1+-)< El. 


psx 


Al estar acotadas todas las sumas parciales, la serie de términos positivos 
DIS) + fe?) + + | 
P 


converge, y este resultado implica la convergencia absoluta del producto (6). 
Finalmente, cuando f es completamente multiplicativa tenemos f(p") =f(p)" y 
cada serie de la derecha de (6) es una serie geométrica convergente cuya suma es 
(1 — f>. O 
Aplicando el teorema 11.6 a las series de Dirichlet absolutamente convergentes 
obtenemos inmediatamente: 
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Teorema 11.7 Suponemos que > f(n)n converge absolutamente para o> O, 
Si f es multiplicativa tenemos 


6) yo - nf 


P 


SO) f+} si 0 > Oa: 














y si f es completamente multiplicativa tenemos 


F00 5 ; 
a 3 lea = sio >0, 


Obsérvese que el término general del producto (8) es la serie de Bell f,(x) de 
la función f con x = p”*. (Ver sección 2.16.) 


EyempLos Hacemos f(n) = 1, u(n), oa(n), A(n) y x(n), respectivamente, y obte- 
nemos los siguientes productos de Euler: 


= | 1 























{(s) = 2a" li si o >1. 
a" Pe = 114.) sio > l. 
“ey A Diag e 

UNI — a) = É E si o < max (1, 1 + Re(a)*, 
Dd e 





x(n) 1 
ae p n -Iro 


Nota. Si y = y,, es el carácter principal mod k, entonces x,(p) = 0 si p|k y 
wp) = 1 si př k, luego el producto de Euler para L(s, yı) se convierte en 


1 
L(s, X1) = Il 13 = ls=>"L]0 —p‘)= Cs) T] a =p} 

pikt — P p =P" pik pik 
Entonces la L-función L(s, %ı) es igual a la función zeta ¢(s) multiplicada por un 
número finito de factores. 
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11.6 EL SEMIPLANO DE CONVERGENCIA DE UNA 
SERIE DE DIRICHLET 


Para demostrar la existencia del semiplano de convergencia utilizaremos el lema 
que sigue. 


Lema 2 Sea Sọ =o + itọ y supongamos que la serie de Dirichlet >f(n)n-* 
tiene sumas parciales acotadas, o sea 


Y finn] < M 


nsx 








para todo x > 1. Entonces, para cada s con o > Og, tenemos 


< 2Ma”~ (i pia i= sel) 
c= Oo 


(9) È finn 


a<nsb 








DEMOSTRACIÓN. Sea a(n) = f(n)n~* y sea A(x) = 2, <x aln). Entonces f(n)n-* = 
= a(n)n*-* por lo que podemos aplicar el teorema 4.2 (con f(x) = x*=") y obte- 
nemos 


b 
Y f(nin"* = A(b)b*"* — Alaja"”* + (s — so) Í AW T Edi 


a<nsb 


Pero, al ser |A(x)| < M resulta 


Y finn 


a<nsb 








b 
< Mb®~* + Ma%~* + |s — sIm | pamwe de 


b%-% — g%-9 


< 2Ma”~? + |s — solM 








Og — 9 


< mare + a o 


0 — Oo 


EJEMPLOS Silas sumas parciales >, <, f(n) están acotadas, el lema 2 implica que 
> f(n)n™ converge para o > 0. En efecto, si hacemos sy = og = 0 en (9) obtenemos, 
para o > 0, 


Y finn 


a<nsb 


< Ka’ 
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en donde K es independiente de a. Si hacemos que a — + co vemos que > f(n)n-* 
converge si o >0. En particular este hecho prueba que la serie de Dirichlet 


© (—1y 
yi 


n=1 n 





converge para o >0 ya que | >,<.(— 1)"| < 1. Análogamente, si y es un carácter 
de Dirichlet, mod k, no principal, tenemos | >,<x z(n)| < p(k), luego 


< x(n) 
2 n? 





converge para o < 0. El mismo tipo de razonamiento lleva al siguiente teorema. 
Teorema 11.8 Si la serie >f(n)n~* converge para s = 0, + ito, entonces también 
converge para todo s con o > oy. Si diverge para s = 0, + ito, diverge también para 
todo s con o < 0. 
DEMOSTRACIÓN. La segunda afirmación se sigue de la primera. Para demostrar 


la primera afirmación, elegimos un s con o > 07. El lema 2 prueba que 


< Ka%~? 





Y finn 


a<nsb 





en donde K no depende de a. Como a”-*=-(0 cuando a> + oo, la condición 
de Cauchy prueba que >f(n)n”* converge. o 


Teorema 11,9 Si la serie >f(n)n~* no converge para todo s o no diverge para 
todo s, entonces existe un número real o, llamado la abscisa de convergencia, tal 
que la serie converge para todo s del semiplano o < 0, y diverge para todo s del se- 
miplano o < 0, 


DEMOSTRACIÓN. Se razona como en la demostración del teorema 11.1, to- 
mando o, igual al supremo de todos los ø tales que >f(m),”* diverge. O 

Nota. Si la serie converge para todo s definimos o, = — co, y si no converge 
en ningún punto definimos o, = + co, 

Como la convergencia absoluta implica la convergencia, en cualquier caso te- 
nemos 0, > O, Si 0, >c, existe un intervalo infinito o, < 0 < o, en el que la 
serie converge condicionalmente (ver figura 11.1.) El teorema que sigue prueba 
que la amplitud de dicho intervalo no excede a 1. 


Teorema 11.10 Para toda serie de Dirichlet con o, finito tenemos 
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0<0,-0.<l. 






Divergencia Convergencia 






Convergencia 


% Oa 


Convergencia absoluta 





Figura 11.1 


DEMOSTRACIÓN. Basta demostrar que, si >f(n)n”* converge para un cierto sq, 
entonces converge absolutamente para todo s con o >0, + 1. Sea A una cota 
superior del conjunto de números |f(n)n-*|. Entonces 



































S0|_|£0]|_1 A 
ns n° n5750 -5 neo 
luego >|f(n)n-*| converge por comparación con > n”. O 
EJEMPLO La serie 
oO (-1)" 
2, n 


converge si ¢ > 0, pero la convergencia únicamente es absoluta si ø > 1. Por con- 
siguiente en este ejemplo o, =0 y 0, =1. 

Las propiedades de convergencia de las series de Dirichlet se pueden comparar 
con las propiedades de convergencia de las series de potencias. Cada serie de po- 
tencias posee un disco de convergencia, mientras que cada serie de Dirichlet admite 
un semiplano de convergencia. Para las series de potencias el interior del disco 
de convergencia es también el dominio de convergencia absoluta. Para las series 
de Dirichlet el dominio de convergencia absoluta puede constituir un subconjunto 
propio del dominio de convergencia. Una serie de potencias representa una función 
analítica en el interior de su disco de convergencia. A continuación demostraremos 
que una serie de Dirichlet representa una función analítica en el interior del semi- 
plano de convergencia. 
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11.7 PROPIEDADES ANALÍTICAS DE LAS SERIES 
DE DIRICHLET 


Las propiedades de las series de Dirichlet se deducirán del siguiente teorema 
general relativo a la teoría de funciones complejas, que damos como lema. 


Lema 3 Sea [f,) una sucesión de funciones analíticas en un conjunto abierto S 
del plano complejo, y supongamos que {f,,} converge uniformemente en cada sub- 
conjunto compacto de S hacia una función límite f. Entonces f es una función ana- 
lítica en S y la sucesión de derivadas { f,} converge uniformemente en cada subconjunto 
compacto de S hacia la derivada f”. 


DEMOSTRACIÓN. Por ser fp analítica en S tenemos la fórmula integral de Cauchy 


jie) =. [Lg 
a 2ni Joz — a 

en donde D es un disco compacto arbitrario de S, ôD es su frontera orientada 
positivamente, y a es un punto interior de D. En virtud de la convergencia uniforme 
podemos introducir el límite bajo el signo integral y obtener 








fo l 
f(a) = 2ni =l, z— A 
que implica que f es analítica en el interior de D. Para las derivadas tenemos 
1 falz) f(z) 
d 
Sala) = 2ni L (z — ay 5 ==: ap (2 — ay” 


de donde fácilmente se obtiene que f;,(a) >f'(a) uniformemente en cada subcon- 
junto compacto de S cuando n —> oo. 

Para aplicar el lema a las series de Dirichlet probaremos en primer lugar que 
tenemos convergencia uniforme en los subconjuntos compactos del semiplano de 
convergencia. 


Teorema 11.11 Una serie de Dirichlet > f(n)n~ converge uniformemente en cada 
subconjunto compacto perteneciente al interior del semiplano de convergencia o > d, 


DEMOSTRACIÓN. Basta probar que >f(n)n”* converge uniformemente en cada 
rectángulo compacto R = [«, 6] x [c, d] con « > ø, Para ello utilizamos la aco- 
tación obtenida en el lema 2. 
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< amar- paon “| 


0 — Oo 


(10) Y finn 


a<nsb 








en donde sy = 0, + it es un punto arbitrario del semiplano o > 0, y s es un punto 
arbitrario con ø > oy. Elegimos sy = op, en donde o, < og < «a. (Ver figura 11.2.) 


Lei T i _ 


Figura 11.2 


Entonces, si s € R, tenemos o — 0, > « — dy y ls) — s| < C, en donde C es una 
constante que depende de sọ y de R pero, en cambio, no depende de s. Entonces 
(10) implica 





A — do 





Y finn 


a<nsb 





en donde B es independiente de s. Como a”-" => 0 cuando a > + œ se verifica 
la condición de Cauchy de la convergencia uniforme. O 


Teorema 11.12 La función suma F(s) = >f(n)jn* de una serie de Dirichlet es 
analítica en su semiplano de convergencia o > o, y su derivada F'(s) se halla repre- 
sentada en dicho semiplano por la serie de Dirichlet 


an Fi = — y Aen, 
n=1 


obtenida derivando término a término. 


DEMOSTRACIÓN. Aplicamos el teorema 11.11 y el lema 3 a la sucesión de las 
sumas parciales. O 


Notas. La serie derivada (11) tiene la misma abscisa de convergencia y la 
misma abscisa de convergencia absoluta que la serie relativa a F(s). 

Aplicando repetidamente el teorema 11.12, obtenemos que la k-ésima derivada 
se halla expresada por 
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Fs) = (-— 1)* y ae para O >, 


n=1 


EJEMPLOS Para o > 1 tenemos 





(12) (p= F een 
n=1 M 





O, pA 
(13) ee T. 


La ecuación (12) se obtiene derivando término a término la serie correspondiente 
a la función zeta, y (13) se obtiene multiplicando las dos series de Dirichlet 
> A(n)n y Dn“ y utilizando la identidad X4, A(d) = log n. 


11.8 SERIES DE DIRICHLET CON'COEFICIENTES 
NO NEGATIVOS 


Algunas funciones definidas por medio de series de Dirichlet en su semiplano de 
convergencia o > o,se pueden prolongar analiticamente más allá de la recta o = o.. 
Por ejemplo, en el capítulo que sigue demostraremos que la función zeta de Rie- 
mann ¿(s) se puede prolongar analiticamente al otro lado de la recta o = 1 a una fun- 
ción que es analítica para todo s salvo en un polo simple,en s = 1. Análogamente, 
si y es un carácter de Dirichlet no principal, la L-función L(s, y) se puede pro- 
longar analíticamente al otro lado de la recta ø = 1 a una función entera (analítica 
para todo s). La singularidad de la función zeta se explica por el teorema de Landau 
que sigue referente a series de Dirichlet con coeficientes no negativos. 


Teorema 11,13 Sea F(s) representada en el semiplano o > c por la serie de 
Dirichlet 





< fin) 
(14) F(s) = Y —=, 

n=1 A 
en donde c es finito, y supongamos que f(n) = 0 para todo n = ny. Si F(s) es analítica 
en un disco que contiene en su interior el punto s = c, entonces la serie de Dirichlet 
converge en el semiplano o >c —e para un e > 0. En consecuencia, si la serie de 
Dirichlet posee abscisa de convergencia finita o,, entonces F(s) posee una singularidad 
en el eje real en el punto s =0,. 
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DEMOSTRACIÓN. Sea a= 1 + c. Dado que F es analítica en a,se puede repre- 
sentar por medio de un desarrollo en serie de potencias centrado en a, absoluta- 
mente convergente, 


(k) 
(15) Fis) = y La, 
k=0 s 





y el radio de convergencia de esta serie de potencias excede a 1 puesto que F es 
analítica en c. (Ver figura 11.3.) Por el teorema 11.12, es posible mediante deriva- 
ción sucesiva de (14) determinar la derivada F®(a). Esto nos proporciona 


F(a) = (1: Y, f(n)(log min”, 
n=1 


luego (15) se puede escribir en la forma 


o œ — WM 
(16) Fi) = Y Y L 2 findognn”+. 
k=0 n=1 s 





Como el radio de convergencia excede de 1, esta fórmula es válida para un real 
s =c¢ — £ en donde e > 0 (ver figura 11.3). Entonces a — s = 1 + para este s 
y la serie doble (16) tiene sus términos no negativos para n > nọ. Por consiguiente 
podemos cambiar el orden de los sumandos para obtener 





1 +e) £ 
Flc y= Y PS {( > og n} -È Le) pute we Y za 


Con otras palabras, la serie de Dirichlet >f(m)n~* converge para s = c — e, luego 
también converge en el semiplano o >c—e. o 


Figura 11.3 
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11.9 SERIES DE DIRICHLET EXPRESADAS COMO 
EXPONENCIALES DE SERIES DE DIRICHLET 


Una serie de Dirichlet F(s) = > f(n)n-* que no se anula idénticamente admite 
un semiplano en el que no se anula. El teorema que sigue demuestra que en este 
semiplano F(s) es la exponencial de otra serie de Dirichlet si f(1) # 0. 


Teorema 11.14 Sea F(s) = >f(n)n~* absolutamente convergente para o> 07 y 
supongamos que f(1) # 0. Si F(s) # 0 parao > 0, > Oa, entonces para o > 0, tenemos 


F(s) = ee 


con 


Y ef” P(n), -s 


G(s) = log f(1) + T log n 


en donde f- es la inversa de Dirichlet de f y f'(n) = f(n) log n. 


Nota. Para z complejo % 0, log z designa la rama del logaritmo que es real 
cuando z > 0. 


DEMOSTRACIÓN. Como F(s} % 0, podemos escribir F(s) = e“(, donde G(s) es 
una función analítica para o > dọ. Diferenciando obtenemos 


F(s) = e& G(s) = F(s)G(s), 
luego G'(s) = F'(s)/F(s). Pero 


1 


TE Hs! - z y £'(m) 
n=1 n=1 








_ © 0 
Par 


por lo tanto 


00 1 
G(s) = F(s) + Ww" po (f'* L )(n) 
Integrando obtenemos 
1 
Gs) = C + È EA E pl 


en donde C es una constante. Si hacemos que ø > + oo vemos que lim,.,.. Glo + 
+ it) = C, luego 
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f) = lim F(o + it) = eS 


>w 


o sea C = log /(1). Este resultado termina la demostración. Esta demostración prueba 
también que la serie relativa a G(s) converge absolutamente si o > op. O 


EJEMPLO 1 Cuando f(n) = 1 tenemos f'(n) = log n y f(n) = u(n) o sea 


n 


(f' f'n) = Y log ad) = A(n). 
din 


Por consiguiente, si o > 1, tenemos 





(17) Es) = e 
en donde 
i 2 An _, 
G(s) = x om niri 


EJEMPLO 2 Un razonamiento análogo prueba que si f es completamente mul- 
tiplicativa y F(s) = > f(n)n™ entonces, en el semiplano de convergencia absoluta 
o > 0, tenemos 


F(s) = e& 


en donde 


G(s) =$ LAW 


n=2 logn i 





puesto que (f' *f) (1) = 241F(d) log du(n/d)fn/d) = fn) A(n). 


Las fórmulas de los ejemplos anteriores se pueden deducir también mediante 
los productos de Euler. Por ejemplo, en lo que se refiere a la función zeta de Rie- 
mann tenemos 


{(s) = — 
P 


-5' 


p 


Mantenemos s real, s > 1, por lo que ¿(s) es positiva. Si ahora tomamos loga- 
ritmos y utilizamos la serie de potencias — log (1 — x) = > x”/m obtenemos 
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=$ 


E 
=" A,(n)n 


ims 


log {(s) = — Y log(1 — p`’) = Y y 
P > 


P 1 n 


en donde 


l ; 
Ain t si n = p™ para un primo p, 
O en otro caso. 
Pero si n = p” entonces log n = m log p = mA(n) por lo que 1/m = A(n)/log n. 
Por consiguiente 


-g 





2 A(n) 
log C(s) = 
g C(s) i. Ean” 
que implica (17) para s real > 1. Pero cada miembro de (17) es analítico en el se- 
miplano o > | luego, por prolongación analítica, (17) también se verifica para o > 1. 


11.10 FÓRMULAS DE VALOR MEDIO PARA SERIES 
DE DIRICHLET 


Teorema 11.15 Se dan dos series de Dirichlet F(s) = Sf(n)n~ y G(s) = Dg(n)n-* 
con abscisas de convergencia absoluta o, y 0,, respectivamente. Entonces para a > 0, 
y b> 0, tenemos 


lim ny Fla + i0G(b — it) dt = = f oe. 


T> o 





DEMOSTRACIÓN. Tenemos 


F(a + it)G(b — it) = (È Y f fon) S s=) a E E f man () 


m=1 n=1 


~ AGA. 5 Hara Ef 


m=1 n=1 
men 








Ahora bien 





Lino (2) “ y PAUL x lat! 


mn m=1 M n=1 NM 





m=1 n=1 


luego la serie es absolutamente convergente, y esta convergencia es también uni- 
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forme para todo t. Por lo tanto podemos integrar término a término y dividir por 
2T para obtener 


LP ' ' 
ar f „FO + iGo — it) de 


= pa fingin) < f (m)g(n) 1 4 e" log(n/m) dt. 
-T 











ad A men? 2T 
mtn 
Pero, para m # n, tenemos 
n 
T e" log(n/m) |T 2sen| T log SN 
Í eit log(nim) dt = se 
al i log(n/m) |_ 7 n 
log 


por lo que obtenemos 
1 T 
aT Í J Fi + it)G(b — it) dt 


n 
sen| T log| — 
LSA, E Soa | a) 
n=1 Nt m,n=1 men? T lo (2) j 
m#n g m 
De nuevo, la serie doble converge uniformemente respecto a T ya que (sen x)/x 


está acotado para cada x. Luego, si en cada término tomamos límites obtenemos 
la afirmación del teorema. O 





Teorema 11.16 Si F(s) = >, f(n)n- converge absolutamente para o> Ow 
entonces para o > O, tenemos 





(18) imf. |F(o + it)|? dt = 1 LP ' 


En particular, si o > 1 tenemos 


(a) lim kA f Ičo + it)? de = y sas {(20) 
T>œ 2T E no 


n=1 


n=1 


. 1 T , © lo 2ky 
(b) lim 57 f y (Oo + it)? dt = Y a = (0/20). 
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i - Kln) _ ¿Qo) 
(c) = al. IC(o + it)|"* dt = Lo 20 — Edo) 

a & Gorn) (00) 
(4) lim 37 ES ratas Y ao" 


DEMOSTRACIÓN. Si en el teorema 11.15 hacemos g(n) =f(n) obtenemos la 
fórmula (18). Para deducir las fórmulas especiales (a), (b), (c) y (d) debemos calcu- 
lar tan sólo el valor de las series de Dirichlet > |f(n)|? n”? para las siguientes elec- 
ciones de f(n): (a) f(n) = 1; (b) f(n) = (— 1)* log" n; (c) f(n) = (a); (O f(n) = oln). 


La fórmula (a) es clara, y la fórmula (b) se sigue de la relación 


Cs) = (- 1) y = n 
Para probar (c) y (d) utilizamos productos de Euler. Para (c) tenemos 
B (n Hn) _ -s ie ==. Ms) 
a a= ey 


Si substituimos s por 20 obtenemos (c). Para llegar a (d) escribimos 





00 2 
À, zo- = [] {1 + o07(p)p~* + 00 pp" ++.) 
P 


n=1 


= [] (1 + 2p +3 p} 

P 

“TF 2] 2 1 _ 46) 
-fŠ e+ D } Ma" ty 


3% M+ Dx = x+! _ IA 
ya que n=y WM x= @— 1 = -yi 


obtenemos (d). O 


Ahora substituimos s por 20 y 


11.11 UNA FÓRMULA INTEGRAL PARA LOS COEFICIENTES 
DE UNA SERIE DE DIRICHLET 


Teorema 11.17 Suponemos que la serie F(s) = Xz f(nn es absolutamente 
convergente para © >0,. Entonces, para o >0, y x >0, tenemos 
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H (n) six=n, 


— F o + it)x’*" dt = 
i's rae 0 en otro caso. 


Te 2 


DEMOSTRACION. Para o > o, tenemos 








S oti jja fin) (x 
(19) oF f Feo + it)x’*" dt = — j E. =o (: y dt 
= x 14 f (n) [a e" log(x/n) dt, 


ya que la serie es uniformemente convergente para todo t del intervalo [— T, T]. 
Si x no es entero, entonces x/n # 1 para todo n y tenemos 


m 2 senf 7 oe(*) 
| e" log(x/n) dt = n 
=T | x ) 


y la serie se transforma en 





que tiende a 0 cuando T — oo, Sin embargo, si x es un entero, por ejemplo x = k, 
entonces el término (19), para n =k, contribuye con 


[Ja fa fee 
uf Č Ya = fk + = 72 eal (Ye 


El segundo término tiende a 0 cuando T — oo como veíamos en la primera parte 
de la demostración. o 


y por consiguiente 











x? 00 
72 
k 
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11.12 UNA FÓRMULA INTEGRAL PARA LAS SUMAS 
PARCIALES DE UNA SERIE DE DIRICHLET 


En esta sección obtenemos una fórmula de Perron que expresa las sumas par- 
ciales de una serie de Dirichlet como integral de la función suma. Precisamos de 
un lema relativo a las integrales de contorno. 


Lema 4 Si c> 0, definimos f:2 Zi como limy..., fctiF. Entonces, si a es un 
número real positivo, tenemos 











L sacl; 
1 i y dz - 1 we i 
2ni ae z |2 = : 
0 $0 <a< I. 
Además, tenemos 
1 c+ iT d c 
(20) sal e < 5 SOS G1, 
li E nT logl — 
8 a 
1 c+iT dz a 
= z— — 1| <s ——_ si 
(21) 2ni i z | ~ nT log a wami 
y 
i med 1 c 
o dd y: =-3 < — j = 
(22) ml. = 5 ST sia=1. 





DEMOSTRACIÓN. En primer lugar suponemos que 0 <a <1 y consideramos 
el rectángulo de contorno R dado en la figura 11.4. Como a'/z es analítica en el 
interior de R tenemos fr a*/z dz = 0. Luego 


c+iT b+iT 


c-iT b-iT 
Figura 11.4 
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c+iT c+iT b+iT b-iT 
ME “her Thee A 
e=iT b+iT b-iT e-iT 
¿E E, Pe 
a c T b c 
< A Pra + 210 = 
=F z hd = 


A fa 
b T 


Si b=- co, obtenemos que a’ — 0, luego 


por lo tanto 


eHe de 
Í g z 
e=iT z 


a 








~| 











c+iT dz 2a: 
B-a 
-ć Z 
c-iT T log -) 
a 
Esto termina la demostración de (20). 
=b+iT c+iT 
—b c 
-b -iT c—iT 
Figura 11.5 


Si a > 1, utilizamos como contorno R el dibujado en la figura 11.5, en vez 
del anterior. Aquí b >c >0 y T> c. Ahora a’‘/z tiene un polo de primer orden 
en z=0 con residuo 1 puesto que 


a = e 1% = 1 + zloga + O(|z|?) cuando z > 0. 


Por consiguiente 
c+iT =b+iT -b-iT 
2ni = (f + Í +Í +f F, 
e-iT c+ iT b+iT b-iT 
1 c+ iT dz 1 c+ iT =b+iT —»=1T 
as Í e —— Le sail f +f +[ 
2ni Je-ir Z 2ni os ir b-iT 


luego 
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Ahora calculamos las integrales de la derecha. Obtenemos 
=b+ir Z 
=b+iT dz a? 
a b- “ee b 
o iT dz r a*dx 1 a 
a—|<s <= . 
‘iT Z ap T T loga 


[ <f sf paz Y ae 
Ad T Tes ~ Tloga’ 
< 2T —, 
Y cuando b —> oo la segunda integral tiende a O y se obtiene (21). 

















Cuando a = 1, la integral se puede tratar directamente. Tenemos 
c+ iT dz T id T T d 

LS 

e-ir Z -rct+ly pe? + y -TC +y 


T dy 
= 2j : 
ie f z +y 


ya que al ser la función que se integra una función impar la otra integral se anula. 
Por lo tanto 


1 pe ai dy 1 T 
a se — SS — = = 7 arctan — = 
2ni Je-ir Z noct +y n c 








JA ot : 

2 a Fo 

El hecho de que arctan c/T < c/T prueba (22), y la demostración del lema 4 queda 
establecida. O 


Teorema 11.18 Fórmula de Perron. Sea F(s) = >, f(n)/n* absolutamente con- 
vergente para o > Oa; sean c > 0, x >0 arbitrario. Entonces, si o >0,—C, te- 
nemos: ‘ 


mail fe + 2 ee Na — fe) 


2ni c= ol nsx 


en donde >* significa que si x es entero, el último término de la suma se multipli- 
card por 1/2. 


DEMOSTRACION. En la integral, c es la parte real de z, luego la serie relativa 
a F(s + z) es absoluta y uniformemente convergente sobre conjuntos compactos 
del semiplano o + c > Sa. Por consiguiente 
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Foro + )~ de = = a 3 I= 4 


s+z 
coer e-IT 2 n 


fin) EPIT dz 
e n? ES “ey z 

fin) c+iT fin) c+iT xV dz 
AF n e- KOES: z eL ns "E 2 
ye f(x) eet de 


Ss , 
X de-ir Z 








en donde el símbolo +’ indica que el último término interviene sólo cuando x 
es un entero. En la suma finita „<, podemos pasar al límite, término a término, 
haciendo que T => oo, y la integral es 2xi por el lema 4. (Aquí a = x/n, a > 1.) 
El último término (si aparece) produce xif(x)x"* y el teorema quedará definitiva- 
mente establecido en cuanto demostremos que 


f(n) c+iT x z dz 
pe Lad m L n* ME) z = 


Sabemos que [%+!$ (x/n)*(dz/z) = 0 si n >x, pero para probar (23) es preciso 
estimar cómo tiende a cero fitze. 


Del lema 4 obtenemos la acotación 
2 Ww 


c+ iT 
Í elgi si0<a<l. 
e-iT z T TER, 

a 


Aquía = x/n, conn < x. En efecto, n > [x] + 1, o sea que 1/a = n/x > ([x] + D/x. 


Luego 
fin) c+iT x 2 dz 
er Lea at 


n>x A c-iT 

















22 plo 


== O cuando T'—- oo, 
T d = ate = 


Hemos demostrado, pues, la formula de Perron. O 
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Nota. Si c >c, la fórmula de Perron es válida para s = 0 y obtenemos la 
siguiente representación integral de las sumas parciales de los coeficientes: 


1 c+ coi x? m 
e f „TOT dz = 2 fin). 


Ejercicios del capítulo 11 


1. Obtener las siguientes identidades, válidas para o > 1, 


* B y 
(a) {(s)=s f xt dx. en donde la suma se halla extendida a todos los primos. 
1 


© n(x) 


1 
b N] 0% 
Pr ae de 





(c) s p Mo dx, en donde M(x) = Y a(n). 
1 


Us) = xs* 1 vax 
(d) — se =s 4 E dx, en donde yW(x) = 2 Am) 
(e) Lis, x) =s Í 2 ay, en donde A(x) = Y y(n). 
1 x nsx 


Probar que (e) vale también para o > 0 si y es un carácter no principal. [Indicación: Teorema 4.2.] 
2. Suponemos que la serie >;>,f(m) converge y tiene suma A, y definimos A(x) = <x f(n). 

(a) Probar que la serie de Dirichlet F(s) = >»=1f(1)n7* converge para cada s con o > 0 y que 

© R(x) 
s 


xs+l 


dx, 





2 f 
2 ns =A 


en donde R(x) = A — A(x). [Indicación: teorema 4.2.] 


(b) Deducir que F(o) > A cuando o—> 0 +. 
(c) Sio > 0 y N> 1 es un entero, probar que 


kd A(N A 
F(s) = Y m. sf on 


n=1 


dy. 








(d) Escribir s =o + it, tomar N = 1 + [|t|] en la parte (c) y probar que 
|F(o + it)| = O(t!) si0<o<1. 


3. (a) Probar que la serie >,,-!~* posee sumas parciales acotadas si 1% 0. Cuando f = 0 las su- 
mas parciales no estén acotadas. 
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(b) Probar que la serie Xn“ diverge para todo real f. Con otras palabras, la serie de Dirichlet 


relativa a ¿(s) diverge en toda la recta o = 1. 
4. Sea F(s) = ref (nn, en donde f(n) es completamente multiplicativa y la serie converge 


absolutamente para o > Oa. Probar que, si o > Ga, tenemos 


F'(s) _ SAn) wam, 
F(s) - = 


En los ejercicios siguientes, A(n) es la función de Liouville, d(n) es el número 
de divisores de n, v(n) y k(n) están definidas como sigue: »(1) = 0, k(1) = 1; si 
n = p% ... pix, entonces v(n) = k y k(n) = 0,0) ... ad. 

Probar que las identidades de los ejercicios 5 al 10 son válidos para o > 1. 














2 din?) (s) E ces ¿(2s) 

5, =>. E 
2 n> Us) 2 ~ (3) 
O y! tn) „KORG 

e = 02 E Di (6s) ` 
w 2 vm) £ Os) 0 3 k(n) A Els) 

Te 2 de LOs)" 10. 2 a cle TB) 


11. Expresar la suma de la serie a 3""k(n)A(n)n”* en términos de la función zeta de Riemann. 


12. Sea f una función completamente multiplicativa tal que f(p) =f(p) para cada primo p. Si la 
serie > f(n)n converge absolutamente para o > 0, y tiene suma F(s), probar que F(s) 4 0 


y que 


2 fiAn) _ F(2s) 
er F(s) 


SO. 


n=1 


13. Sea f una función multiplicativa tal que f(p) = f(p)* para cada primo p. Si la serie X u(n)f(n)n-* 
converge absolutamente para o > 0, y tiene suma F(s), probar que F(s) % 0 y que 


$ Smluml _ Fs) 
n=1 n F(s) 


14. Sea f una función multiplicativa tal que > f(n)n-* converja absolutamente para o > Ca. Si p 
es primo y o > o, probar que 


+ so LL a - sen E 


n=1 


sio > Ga. 


f touru: n: 


en donde u(p, n) es la función de Möbius evaluada en el mcd de p y n. [Indicación: Productos 
de Euler.] 
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15. Probar que 


1 _ (2) 
m=1n=1 M 2n? 4) 


(m,n)=1 





En general, si cada s; tiene parte real o; > 1, expresar la suma múltiple 


2 


o 
y owe >, mm 


m>=1 my=1 
(m+.....mp)= 1 


en términos de la función zeta de Riemann. 


16. Las integrales de la forma 
A(x) , 
(24) f(s) = f ax 


en donde A(x) es integrable Riemann en cada intervalo compacto [l,a], tienen algunas 
propiedades semejantes a las de las series de Dirichlet. Por ejemplo, poseen un semiplano 
de convergencia absoluta o > 0, y un semiplano de convergencia o > o, en el que f(s) es ana- 
lítica. Este ejercicio describe una proposición análoga a la del teorema 11.13 (Teorema de Landau) 
Sea f(s) la función representada en el semiplano o > o, por (24), en donde ø, es finito, y 
supongamos que A(x) es una función que toma valores reales y que no cambia de signo para 
xX > Xp. Probar que f(s) tiene una singularidad sobre el eje real en el punto s = Ge. 
17. Sea 2a(n) = Zal d*2(d), en donde A(n) es la función de Liouville. Probar que, si o > máx 
{1, Re(a) + 1}, tenemos 


$ din) _ Es — 2a) 


pr n° Us — a) 





È it) C(2s)C(s — a) 
E u9) ` 





Capítulo 12 


Las funciones ¢(s) y L(s,1) 


12.1 INTRODUCCIÓN 


Este capítulo desarrolla otras propiedades de la función zeta de Riemann ¿(s) 
y de las L-funciones de Dirichlet L(s, y) definidas para ø > 1 por las series 





se YA IO 
{(s) = 2 =< ris- PA a 


Como en el capítulo anterior escribimos s =o + it. Es posible unificar el trata- 
miento de ambas funciones ¿(s) y Lts, y) introduciendo la función zeta de Hur- 
witz ¢(s, a), definida para o > 1 por la serie 


S 1 
A A 


Aquí a es un número real fijo, 0< a < 1. Cuando a = 1 obtenemos la función 
zeta de Riemann, ¢(s) = £(s, 1). También es posible expresar L(s, y) por medio 
de la función zeta de Hurwitz. Si y es un carácter mod k reordenamos los términos 
de la serie correspondiente a L(s, y) de acuerdo con las clases de restos mod k. 
Esto es, escribimos 


n=qk+r, en donde l<r<kyq=0, 1,2, ..., 
309 
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y obtenemos 


k k 
ÈD- y ym PLL T : 
a+t) 


ri quo Qk + rY 
k 





Lls, x) 


k r 
k~* $ NÓ r) 
r=1 


Esta representación de L(s, y) como combinación lineal de funciones zeta de Hur- 
witz demuestra que en última instancia las propiedades de las L-funciones dependen 
de las propiedades de ¿(s, a). 

Nuestro propósito consiste en obtener la prolongación analítica de ¿(s, a) al 
otro lado de la recta o = 1, lo cual se hace a través de una representación inte- 
gral de ¿(s, æ) que se obtiene de la fórmula integral correspondiente a la función 
gamma Is). 


12.2 PROPIEDADES DE LA FUNCIÓN GAMMA 


A lo largo del capítulo necesitaremos ciertas propiedades básicas de la fun- 
ción I(s). Las citamos a continuación para fácil referencia, si bien no las preci- 
saremos todas. Las demostraciones se pueden encontrar en gran número de textos 
relativos a la teoría de las funciones de variable compleja. 

Para o >0 tenemos la representación integral 


(1) T(s) = [ox Le dx. 


La función definida de esta forma para o > 0 se puede prolongar al otro lado de la 
recta o = 0, y I's) existe como función de s y es analítica en todo el plano complejo 
salvo para polos simples en los puntos 


s=0, —1, -2, —-3,..., 
con residuo (— 1)"/n! en s = — n. Tenemos además la representación 


nin! 


= ie o ra 


para s0; — 1, — 2) ass 


y la fórmula producto 
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1 
—= 1 ~sin 
TO sel s] 1 + s} para todo s, 


n=1 


en donde C es la constante de Euler. Como el producto converge para todo s, T(s) 
nunca vale cero. La función gamma satisface dos ecuaciones funcionales 





(2) T(s + 1) = sT(s) 
y 
6) DOTA — s)= > 


válidas para todo s, y una fórmula de multiplicación 
1 m—1 (m= 1)/2,,.(1/2)=ms 
(4) T(s)P| s + = Nl Tis + wa (27) m T (ms), 


válida para todo s y todo entero m >= 1. 


Utilizaremos la representación integral (1), las ecuaciones funcionales (2) y (3), 
y el hecho de que T(s) existe en todo el plano con polos simples en los enteros 
s=0,—1,—2,... Observamos además que T(n + 1) = n! si n es un entero no 
negativo. 


12.3 REPRESENTACIÓN INTEGRAL PARA LA FUNCIÓN 
ZETA DE HUEWITZ 


La función zeta de Hurwitz ¿(s, a) se halla inicialmente definida para o > 1 
por la serie 


00 


t(s, a) = x Gear 


Teorema 12,1 La serie que define C(s, a) converge absolutamente para o> 1. 
La convergencia es uniforme en cada semiplano o > 1 + 6, 6>0, _ luego (s, a) es 
una función analítica de s en el semiplano o > 1. 


DEMOSTRACIÓN. Todas estas afirmaciones se siguen de las desigualdades 
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Sinta = Erase Stayer, 4 
n=1 1 1 


Teorema 12.2 Para o >1 tenemos la representación integral 





A a LOX 
(5) TísX(s, a) = Í ——q dee 
0 1 —Q 
En particular, cuando a = 1, tenemos 
rent) "Gas 
s 7 0 1 Es e* : 


DEMOSTRACIÓN. En primer lugar hacemos s real, s > 1, y entonces extendemos 
el resultado a todo s complejo por prolongación analítica. 

En la integral dada para T(s) efectuamos el cambio de variable x = (n + a)t, 
en donde n > 0, para obtener 


T(s) = f e”*x*71 dx = (n + ay Í e Oe dé 
o o 


(n + a) Ts) = Í ere RR dk 
o 


Sumando respecto a todos los n > O obtenemos 
00 00 
ls, als) = Y i a es 
n=0 #0 


siendo la serie de la derecha convergente si o > 1. Ahora deseamos intercambiar 
la suma y la integral. La manera más simple para justificarlo consiste en consi- 
derar la integral como de Lebesgue. Puesto que el integrando es no negativo, 
el teorema de convergencia de Levi (teorema 10.25 de la referencia [2]) nos dice 
que la serie 


-nt > atps-1 


Ms 


e e 


n=0 
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converge casi para todo ¢ hacia una función suma que es integrable de Lebesgue en 
[0, + co) y que 


(aa =- y: | emer d= LETTER 
n=0 Y0 0 n=0 


Pero si + >0 tenemos 0 < e~* < 1 y entonces 


en donde la serie es geométrica. Por consiguiente tenemos 


~atys~ 1 
—Atp—atys— 1 = 





e -g 


IMs 


le 


casi para todo ¢ en (0, + oo), de hecho para todo 1 salvo en 0, luego 


— atys— 1 


Cs als) = | Feree- dt = f° a 





e 
Esto prueba (5) para s real > 1. Para extender este resultado a todo numero com- 
plejo s con ø >1 observamos que ambos miembros son analíticos para o > 1. 


Para demostrar que el miembro de la derecha es analítico suponemos 1 + ô < 0 < c, 
en donde c > 1 y 6 >0 y escribimos 


Clica Pote (f oca 


Si 0< t< 1 tenemos 191 < 1% y, si t= 1, tenemos 11 < 11, Además, como 
e” —1>t para t >0 tenemos 


1 ¿—atyo—1 1 ¿(1—a)tyó 1 1-a 
e e e 
Í att < | ; des eto | tat = ; 
0 l-e o e -1 0 ô 








Ior 











© ,—atso—1 6. .~ate= 2 0 ~atye— 1 
Í “n dt < —— di < li £ = dt = T(c)f(c, a). 
1 l-e 1 1- l-e 
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Esto prueba que la integral de (5) converge uniformemente en cada intervalo 
1+ 6<o<-c, en donde 9 > 0, y por consiguiente representa una función ana- 
lítica en cada intervalo, por lo tanto también la representa en el semiplano o > 1. 
Por consiguiente, por prolongación analítica, (5) se verifica para todo s cong > 1. 

O 


12.4 UNA REPRESENTACIÓN DE LA FUNCIÓN ZETA DE HURWITZ 
MEDIANTE UNA INTEGRAL DE CONTORNO 


Para extender ¢(s, a) al otro lado de la recta o = 1 deducimos otra representa- 
ción, en términos de una integral de contorno. El contorno C es un lazo en torno del 
eje real negativo, tal como se indica en la figura 12.1. El lazo está compuesto de 
tres partes C,, C}, C3. C, es una circunferencia de radio c < 2x, orientada positi- 
vamente, con centro en el origen, y C, y Cy son los lados superior e inferior de un 
«corte» en el plano complejo a lo largo del eje real negativo, recorrido tal como 
indica la figura 12.1. 


Cu 

== +0) 
Ci y Ca 
Figura 12.1 


Esto significa que, sobre C,, utilizamos la parametrización z = re™ y, sobre C3, 
z = re", en donde r varía de ca + oo, 


Teorema 12.3 Si 0 <a< 1, la función definida por la integral de contorno 


27 1 gaz 


1 
I(s, a) = 5 LIE E dz 


es una función entera de s. Además, tenemos 
¿(s, a) =T(1 — 9 M(s, a) sio>l. 


DEMOSTRACIÓN. Aqui z* significa r*e-"is sobre C, y r'e"! sobre C}. Conside- 
ramos un disco compacto arbitrario |s| < M y vemos que las integrales a lo largo 
de C, y C; convergen uniformemente en tal disco. Al ser el integrando una función 
entera de s tenemos que /(s, a) es una función entera. 
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A lo largo de C, tenemos, para r > 1, 
[2571] = poh erRile-1 tin) = paler! < ¡M- leM 
ya que |s| < M. Análogamente, a lo largo de C, tenemos, para r > 1, 
[2271] = pont [grio1+i0] = pale ™ < rM- leM, 
Por lo tanto sobre C, y sobre C} tenemos, para r > 1, 


rM 1¿IM¿—ar r 


l-e" ~ #1 


27 1 gaz M — 1 oxM (1 —a)r 


l-e 











z 


Pero e" —1>e'/2 cuando r>log2, luego el integrando está acotado por 
Ar*-1 e-*", en donde A es una constante que depende de M pero no depende de r. 
Puesto que [°° r Y e-* dr converge si c > 0 hemos demostrado que las integrales 
a lo largo de C, y de C¿ convergen uniformemente sobre cada disco compacto 
|s| < M, y por lo tanto que /(s, a) es una función entera de s. 


Para probar (6) escribimos 


2nil(s, a) = (f. + [ + Í Ja dz 


en donde g(z) =e*"/(1 — e). Sobre C, y C} tenemos g(z) = g(— r), y sobre C, 
escribimos z = ce”, en donde — 2 < 0 < m. Esto nos proporciona 


e 


2nil(s, a) = Í Pg rdr i Í cS tes Die cei®g(ce®) dO 


œ 


ia . 
+ Í 7 le""g(—r)dr 
È 


= 2isen(zs) Í r°“ !g(—r)dr + ic Í 


e'®g(ce"®) do. 
Si dividimos por 2i, obtenemos 
nI(s, a) =sen(zs)I ,(s, c) + Ils, c) 


Ahora hacemos que c —- 0. Obtenemos 


00 Poteo 
ntc Í — dr = TsKG, a), 
9 l-e 





c~>0 
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si ø > 1. A continuación vemos que lim, o /,(s, c) = 0. Para ello observamos que 
g(z) es analítica en |z| < 27 excepto en un polo de primer orden en z = 0. Por 
consiguiente zg(z) es analítica por todo el interior de |z| <2x y por lo tanto 
acotada a él, es decir |g(z)| < A/|z|, en donde |z| = c < 2z y A es constante. Por 
consiguiente tenemos 


ew E dO < Aereo 1 
z 


cl n 
las, ol < $ Í 


api) -i 


Si o >1 y c>0 obtenemos que la(s, c) > 0, luego aI(s, a) = sen (xs)r(s)¢(s, a). 
Como T(S) (1 — s) = x/sen zs hemos demostrado (6). [E] 


12.5 LA PROLONGACIÓN ANALÍTICA DE LA FUNCIÓN 
ZETA DE HURWITZ 


En la ecuación ¢(s, a) = (1 — s)J(s, a) válida para o > 1, las funciones /(s, a) 
y T(1— s) son significativas para cada complejo s. Por consiguiente podemos 
utilizar esta ecuación para definir ¿(s, a) para o < 1. 


Definición. Si ø < 1 definimos ¢(s, a) por medio de la ecuación 
(7) E(s, a) = T(1 — ss, a). 


Esta ecuación proporciona la prolongación analítica de ¢(s, a) en el plano 
s entero. 


Teorema 12.4 La función ¢(s, a) definida de esta forma es analítica para todo s 
excepto en un polo simple en s =1 con residuo 1. 


DEMOSTRACIÓN. Puesto que /(s, a) es entera las únicas singularidades posibles 
de ¿(s, a) son los polos de T(1 — s), esto es, los puntos s = 1, 2,3, ... Pero el 
teorema 12.1 prueba que ¿(s, a) es analítica en s = 2, 3, ..., luego s=1 es el 
único polo posible de ¿(s, a). 

Ahora veremos que en s = 1 posee un polo con residuo 1. Si s es un entero, 
s =n, el integrando de la integral de contorno de /(s, a) tomará el mismo valor 
sobre C, que sobre C, y por lo tanto las integrales a lo largo de C, y de C} se sim- 
plificarán, quedando 

n- 1 paz gn 1 gaz 


1 z 
I(n a) = — | ¡dG =R 3 
tn, a) Mo ý peT 
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En particular cuando s = 1 tenemos 


az az 


e ze 
I(1, a) = Res ——— = lim — = lim 
ya) sole solae gaol =E pag E 








Para calcular el residuo de ¢(s, a) en s = 1 calculamos el limite 


lim(s — 1){(s, a) = — lim(1 — s)T(1 — s)I(s, a) = —I(1, a)lim TQ — s) 
s~>1 s=1 


s»1 
= (1) = 1. 
Esto demuestra que ¢(s, a) tiene un polo simple en s = 1 con residuo 1. O 
Nota. Como ¿(s, a) es analítica en s=2,3, +++ y I(l —s) tiene polos en 


dichos puntos, la ecuación (7) implica que /(s, a) debe anularse en estos puntos. 


12.6 PROLONGACIÓN ANALÍTICA DE ¿(s) Y L(s, x) 


En la introducción probábamos que, para o > 1, se tenía 


C(s) = Cs, 1) 
y 


k 
(8) Ls, 7) =k” Pots r), 


en donde y es un carácter de Dirichlet mod k. Utilizamos ahora estas fórmulas 
como definiciones de las funciones ¿(s) y L(s, y) para ø < 1. De esta forma obte- 
nemos la prolongación analítica de ¢(s) y de L(s, y) al otro lado de la recta o=1. 


Teorema 12.5 (a) La función zeta de Riemann ¢(s) es analítica para todo s salvo 
en un polo simple en s = 1 con residuo 1. 

(b) Para el carácter principal y, mod k, la L-función L(s, y,) es analítica para 
todo s salvo para un polo simple en s = 1 con residuo p(k)]k. 

(c) Si x 4 %1 Ls, x) es una función entera de s. 


DEMOSTRACIÓN. La parte (a) se sigue inmediatamente del teorema 12.4. Para 
probar (b) y (c) utilizamos la relación 


le si Xx + Xi 


2,1 = gk) si z=% 


rmodk 
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Como ¿L(s, r[k) tiene un polo simple en s=1 con residuo 1, la función 
a(máls, r/k) tiene un polo simple en s = 1 con residuo g(r). Por consiguiente 


ne L(s, x) = lim(s — 1)L(s, x) = His — 1)k” "2 » rs r) 
$51 
0 si x # Xp 


14 
e Vo) i O 
a “ie RO 


12.7 LA FORMULA DE HURWITZ PARA ((s, a) 


La función ¿(s, a) originalmente se definió para o > 1, mediante una serie in- 
finita. Hurwitz obtuvo otra representación en serie de ¿(s, a) válida en el semi- 
plano o < 0. Antes de establecer esta fórmula discutiremos un lema que se utili- 
zará en su demostración. 


Lema 1 S(r) designa la región que queda cuando quitamos del z-plano todos 
los discos circulares abiertos de radio r, 0 <r <n, con centros en los puntos 
z = 2nzi, n = 0, + 1, + 2,... Entonces, si 0 <a < 1, la función 


az 


g(z) = ear. 


está acotada en S(r). (La cota depende de r.) 
DEMOSTRACIÓN. Escribimos z = x + iy y consideramos el rectángulo aguje- 
reado 


Q(r) = (2: |x] < 1,ly|< 7, |z| > r}, 


dibujado en la figura 12.2. 





Figura 12.2 
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Este es un conjunto compacto, luego g está acotada en Q(r). Además, puesto 
que |g(z + 2zi)| = |g(z)|, g está acotada en la banda con infinitos agujeros 


{z:|x| < 1,|z — 2nxi] >r,n = 0, +1, +2,...). 


Ahora demostraremos que g está acctada en el exterior de esta banda. Supone- 
mos |x| > 1 y consideramos 


az ax 


e 


e 
rar + 
tel ite 


l-e 








|g(z)| = 


Para x > 1 tenemos |1 — e| =e* — 1 y e” < e”, por lo tanto 


e* 1 1 e 
MS [oe Toe eR 


Además, cuando x < — 1 tenemos |1 — e*| = 1 — e7, por lo tanto 


En 1 1 e 
en E la à 
a AAA e-1 





Por consiguiente |g(z)| < e/(e — 1) para |x| > 1 y la demostración del lema queda 
terminada. o 


Ahora volvemos a la fórmula de Hurwitz. Ésta contiene otra serie de Dirichlet 
F(x, s) dada por 


© 2ninx 


(9) F(x, s)= Y "3 


n=1 





en donde x es real y ø > 1. Obsérvese que F(s, x) es una función periódica en x 
de período 1 y que F(1, s) = £(s). La serie converge absolutamente si o > 1. Si x 
no es entero la serie converge también (condicionalmente) para o > 0 ya que, para 
cada x fijo no entero, los coeficientes poseen sumas parciales acotadas. 


Nota. Nos referiremos a F(x, s) llamándola función zeta periódica. 
Teorema 12.6 Fórmula de Hurwitz. Si 0 <a< 1 y 0> 1 tenemos 


ro) 
(2n)° 


Si a #1 esta representación es válida también para o > 0. 


(10) ¿(1 — s, a) = e~ "is F(a, s) + er E(—a, s)}. 
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DEMOSTRACIÓN. Consideremos la función 


s- 1e% 


Iy(s, a) = zl 


2ni C(N) 1 ser er 


A dz, 


en donde C(N) es el contorno descrito en la figura 12.3, y N es un entero. 


o (2N + 2)ni 


e0 R=(2N + Dr 


Figura 12,3 


En primer lugar vemos que limy.,.. Zy(s, a) = I(s, a) si ø < 0. Para ello es 
suficiente probar que la integral a lo largo de la circunferencia exterior tiende a 0 


cuando N — oo, 
Sobre la circunferencia exterior tenemos z = Re”, —a < 0 < x, luego 
|z57 1 | = |R°~ 1 gis Dj = R*” le~"? < R°- lor 
Pero la circunferencia exterior pertenece al conjunto S(r) del lema 1, por lo que el 


integrando está acotado por Ae”!!! R”-1, en donde A es la cota de |g(z)| introducida 
en el lema 1; luego la integral está acotada por 


2n4e""IR", 


que > 0 cuando R > co si ø < 0. Por consiguiente, si reemplazamos s por 1 — s 
vemos que 


(11) lim Iy(1 —s, a) =1I(1—s,a) sio >l. 


N=% 
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321 
Ahora calculamos /y(1 — s, a) explícitamente mediante el teorema de residuos 
de Cauchy. Tenemos 





N N 
I(l- s,a)=— Y R(m=-— Y (R(n) + R(-n)} 
pe n=1 
en donde 
ZA 
ae ü Re (i = 5) 
Ahora bien 


R i > o —S,az e2nnia i z- 2nni _ e2nnia 
ae aap ikiii ad ~ nmi)’ z= 2nni LF ~ mmi"? 
luego 





N e2nnia N e” 2nria 
-,d)= Y — + Y ——. 
50 È y? 2, (a 
Pero i-* = e 2 y (— 1)-* = e**2, luego 
e ris/2 N e2nnia etisi2 N e” 2nnia 
ta = — — + — 
I (l —s, a) a FRA 





Si hacemos que N —- oo y utilizamos (11) obtenemos 


— nis/2 eris/2 


a F ——— Fla, s) + == (ny F(—a, s). 


1 —s,a)= 


Luego 


1 — s, a) = T(9I(1 — s, a) = aon [es E(a, s) + e™?F(—a, s)}. O 
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12.8 LA ECUACIÓN FUNCIONAL PARA LA FUNCIÓN 
ZETA DE RIEMANN 


La primera aplicación de la fórmula de Hurwitz es la ecuación funcional de 
Riemann para ¢(s). 


Teorema 12.7 Para todo s tenemos 


(12) (l —s) = 22m) Tio ko 
o, lo que es equivalente, 


(13) Us) = 22) T(t — sse Zka ed 


DEMOSTRACIÓN. Hacemos a = 1 en la fórmula de Hurwitz y obtenemos, para 
o>l, 








“ PORN I(s) — nis, mis 4 = Is) TS i 
«(1 - s)= Gn [eins + ens), = = 2 cos 0 


Esto prueba (12) para o > 1 y el resultado se verifica para todo s por prolongación 
analítica. Para deducir (13) de (12) reemplazamos s por 1 — s. O 


Nota. Hacemos s = 2n + 1 en (12) en donde n =1,2,3,... y entonces el 
factor cos (zs/2) se anula y obtenemos los llamados ceros triviales de ¿(s), 


¿(—2n) =0 para n =1,2,3,... 


La ecuación funcional se puede expresar de forma más sencilla utilizando la 
fórmula de duplicación de Legendre relativa a la función gamma. 


22172" 47 (23) = rors + 3) 


que es el caso especial m = 2 de la ecuación (4). Si substituimos s por (1 — s)/2, 
ésta se transforma en 
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l=s S 
Sap 1/2 a een O A 
21 “T(1 — s) r( 5 ri >) 








Pero 
S s T 
T| -= l-=)= 
a E 
2 
nos la transforma en 
g= mm pi 


ni - s)sen > == 
ris 
Nz 


Este resultado lo utilizamos para substituirlo en el producto I'(1 — s) sen (zs/2) 


de (13) y obtenemos 


(50 = = q u- mn o = s). 


Con otras palabras, la ecuación funcional toma la forma 


Os) = X1 — s), 


en donde 


Os) = mrs Lo 


La función ®(s) tiene polos simples en s = 0 y en s = 1. Siguiendo a Riemann 
multiplicamos ®(s) por s(s — 1)/2 para quitar los polos y definimos 


€(s) = 5 ts — 1045) 


Entonces &(s) es una función entera de s y satisface la ecuación funcional 


G(s) = (1 — s). 
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12.9 UNA ECUACIÓN FUNCIONAL PARA LA FUNCIÓN 
ZETA DE HURWITZ 


La ecuación funcional para ¿(s) es un caso especial de una ecuación funcional 
para ¢(s, a) cuando a es racional. 


Teorema 12.8 Si h y k son enteros, 1 < h < k, entonces para todo s tenemos 


A 21). E ms 2arhy,/ r 
(14) di — $, r) = (nk) Seo — ms r). 


DEMOSTRACIÓN. Este resultado se obtiene del hecho de que la función F(x, s) 
es una combinación lineal de funciones zeta de Hurwitz cuando x es racional. En 
efecto, si x = h/k, podemos cambiar el orden de los términos de (9) de acuerdo 
con las clases de restos mod k y escribir 


n=qk +r, en donde l<r<kyq=0,1,2,... 


Esto nos da, para o > 1, 


h 00 e2ninh/k k © e?rirhik 
dino ie- 
n 


1 x 2nirh/k < 1 
=i n* x 2, (qk + ry a ks af 2, r q 
dts | 


E r 
aa Jn? 2. es r) 


r=1 


Por consiguiente, si hacemos a = h/k en la fórmula de Hurwitz obtenemos 


A ke Is) + — nis/2_,2nirh/k nis/2,,-2nirh{kyr| œ Y ) 
(i he i) (ky 2 es + eS 


_ 2Tís) < ms  2xrh r 
~ nk)’ Zelg j ahs E) 


que prueba (14) para ø > 1. El resultado vale para todo s por prolongación ana- 
lítica. O 


Conviene observar que cuando h = k = 1, sólo existe un término en la suma 
de (14) y se obtiene la ecuación funcional de Riemann. 
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12.10 LA ECUACIÓN FUNCIONAL PARA L-FUNCIONES 

También podemos utilizar la fórmula de Hurwitz para deducir una ecuación 
funcional para las L-funciones de Dirichlet. En primer lugar probaremos que basta 


considerar solamente los caracteres primitivos mod k. 


Teorema 12.9 Sea y un carácter de Dirichlet mod k, sea d un módulo inducido, 
y escribamos 


x(n) = Y(n)xı(n), 


en donde y es un carácter mod d y y, es el carácter principal mod k. Entonces, para 
todo s tenemos 





Lis) = Ls, WT] ( = w), 


DEMOSTRACIÓN. Primeramente hacemos o > 1 y utilizamos el producto de Euler 





L(s, x) = II 


1 
Pie mo 


Al ser z(p) =v(Dao) y a(p)=0 si plk y xi(p) =1 si ptk obtenemos 


l _ ¥@) 
E w) 


L(s, 
(sx) = O) En “Tl wo 


= Lis, ont 2) 


Esto prueba el teorema para o > 1 y lo extendemos a todo s por prolongación 
analítica. O 


Nota. Si en el teorema anterior elegimos d de forma que sea el conductor 
de y, entonces y es un carácter primitivo mod d. Esto prueba que cada L-serie 
L(s, y) es igual a la L-serie L(s, y) de un carácter primitivo, multiplicada por un 
número finito de factores. 
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Para deducir la ecuación funcional para L-funciones a partir de la fórmula de 
Hurwitz, ante todo expresaremos L(s, y) en términos de la función zeta perió- 
dica F(x, s). 


Teorema 12.10 Sea y un cardcter primitivo mod k. Entonces, para o> 1, 
tenemos 


l h 
(15) G(1, DL(, x) = 2 X(h)F G s), 
=1 
en donde G(m, y) es la suma de Gauss asociada a y, 
k . 
Gm) = Enea, 
r=1 


DEMOSTRACIÓN. Hacemos x = h/k en (9), multiplicamos por x(h), sumamos 
respecto de h y obtenemos 


k © e A 
AD 5 Uh)e2*intlky-s = 5 yrs $ z(h)e2"innlk 
h=1 n=1 ite ia 


A h 
Y Ah)F E > s) 


h=1 


2 n~'Gin, X. 


Pero G(n, x) es separable puesto que x es primitivo, luego G(n, 7) = x(mG(l, x, 
luego l 


k 00 
are s) = G(, Ð Y xn" = GU, DL, 7). o 


Teorema 12.11 Ecuación funcional para L-funciones de Dirichlet. Si y es un 
caracter primitivo mod k, entonces, para todo s, tenemos 


k*=1T(s) 


ny {e72 + (—1)e™}G(1, x)L{s, 2). 





(16) L-54) = 


DEMOSTRACIÓN. Hacemos x = h/k en la fórmula de Hurwitz, a continuación 
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multiplicamos cada miembro por (h) y sumamos respecto de h. Ello nos pro- 
porciona 





Ls ve h _ T(s) —nis/2 E G ) 
PEOC s, r) = fe Oran 


oe —h 
ce) 
h=1 


Como F(x, s) es periódica en x de período 1 y z(h) = x(— Dx(— h) podemos 
escribir 


E, xine(5".s)=x- E Rs) 
hmodk 
= 1-1) Y mel z.s) 
hmodk 


= x-0) E xorts), 


hmodk 





y la fórmula precedente se transforma en 


*) T(s) 


k ~ nis; mis, i h 
PEOC — SE) = Gaps e e += DE m AF s) 


Ahora multiplicamos ambos miembros por k*”* y utilizamos (15) para obtener (16). 


O 


12.11 CÁLCULO DE ¢(— n, a) 


El valor de o(— n, a) se puede calcular de forma explícita si n es un entero no 
negativo. Tomamos s = — n en la relación ¢(s, a) = r(1 — sMí(s, a) y obtenemos 


(—n, a) = TU + n)I(—n, a) = n! I(—n, a). 


Además tenemos 
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I(—n, a) = Res (=). 


z 
z=0 LE 


El cálculo de este residuo conduce a una clase interesante de funciones que se co- 
nocen con el nombre de polinomios de Bernoulli. 


Definición. Para cada complejo x definimos la función B,(x) por la ecuación 


xz 


ze 
e—1 





00 
= y Be a, en donde |z| < 2r. 
n=0 . 


Los números B,(0) se llaman números de Bernoulli y se designan B,. Entonces 


2 B 
m i Y — z", en donde |z| < 2r. 
e—1 n=0 n! 


Teorema 12.12 Las funciones B,(x) son polinomios en x dados por 


B,(x) = $ (¿pora 


k=0 


DEMOSTRACIÓN. Tenemos 


< Bx), z xz S Bn na| S Xn 
al * "ari" (157155) 


Igualando los coeficientes de z” obtenemos 











de donde se sigue el teorema. 


Teorema 12.12 Para cada entero n > O tenemos 


(17) ((—n, a) = — Pr 
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DEMOSTRACIÓN. Como ya hemos indicado anteriormente, tenemos ¿(— n, a) = 
= n!I(— n, a). Ahora bien 


zn leat ze” 
SS = — = — R —n-2 
I(—n, a) Res( (cee ) : e(z oe :) 


-n=2 = BaO zn) —— B„+ (a) 
(n+ DP 








z=0 m=0 m! 


=- Res( 


de donde se obtiene (17). O 


12.12 PROPIEDADES DE LOS NÚMEROS DE BERNOULLI Y 
DE LOS POLINOMIOS DE BERNOULLI 


Teorema 12.14 Los polinomios de Bernoulli B,(x) satisfacen la ecuación de 
diferencias 


(18) B(x + 1) — B,(x) = nx"! sin> 1. 
Por consiguiente tenemos 


(19) B,(0) = B,(1) si n= 2. 


DEMOSTRACIÓN. Tenemos la identidad 


e* +1)z ext 


xz 


Zz = Ze 


— — i.—_ 
e—1 e—1 
de la que resulta 

2 B(x + 1) — B,(x) a OX wet 

2, n! vies 2, n! j 
Igualando los coeficientes de z” obtenemos (18). Haciendo x = 0 en (18) se de- 
duce (19). (J 


Teorema 12.15 Si n> 2 tenemos 
"(n 
B,= B,.. 
El) $ 


DEMOSTRACIÓN. Este resultado se obtiene haciendo x = 1 en el teorema 12.12 
y utilizando (19). O 
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El teorema 12.15 nos proporciona una fórmula recurrente para calcular los 
números de Bernoulli. La definición nos da By = 1, y el teorema 12.15 proporciona 
sucesivamente los valores 


1 1 1 
Bo = 1, By ==>» By == B, = 0, By -7p 
Bs=0 B ey. B 0 B; = a By =0 
= Ne sg? NE 8—7 30” 9— vv, 
5 
Bro = > B,, = 0. 


Conociendo los B, podemos calcular los polinomios B,,(x) utilizando el teorema 12.12. 
Los primeros son: 


1 1 
Bolx) = 1, By(x)=x—-5, B,x) =x? —x +z, 


3 1 1 
oe. 2 = y+ — 9x3 De 
B(x) = x 5 x* + 5 x, Balx) = x 2x? + x 30° 


Observamos que los teoremas 12.12 y 12.15 se pueden escribir simbólicamente ` 
como sigue: 


B(x) = (B + x), B,=(B+ 1). 
En estas fórmulas simbólicas los segundos miembros se desarrollan por el teorema 
del binomio y entonces cada potencia B* se substituye por Bj. 
Teorema 12.16 Si n= 0 tenemos 


Bi+1 


(20) Aa a 





También, sin > 1 tenemos €(—2n) = 0, por consiguiente Bons, = 0. 


DEMOSTRACIÓN. Para calcular ¿(— n) basta tomar simplemente a = 1 en el 
teorema 12.13. Ya hemos observado que la ecuación funcional 


(21) Hii —s)= 22m) Tio Ys) 


implica ¢(— 2n) = 0 para n > 1, luego Ba,+, = 0 por (20). O 
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Nota. El resultado B,,,, = 0 también se obtiene observando que el primer 
miembro de 


œ 
n n 


1 
+52=1+ z 


e—-1 2 gen A 
es una función par de z. 
Teorema 12.17 Si k es un entero positivo tenemos 


27)? (27)"*Bo, 


= (opel 
(22) (2k) = (—1)**? TE 


DEMOSTRACIÓN. Hacemos s = 2k en la ecuación funcional de ¿(s) y se obtiene 


¿(1 — 2k) = 2(2m)~ *TQk)cos(Tk(2k), 


o bien 


= Sa = 2(2n)~ (2k — 1)!(— 1)£(2k). 


Esto implica (22). O 
Nota. Si hacemos s = 2k + 1 en (21) ambos miembros se anulan y carecemos 
de información acerca de ¿(2k + 1). Con todo se desconoce una fórmula simple 


análoga a (22) para ¢(2k + 1) e incluso para casos especiales tales como £(3). 
Tampoco se sabe cuando ¢(2k + 1) es racional o irracional para cada k. 


Teorema 12.18 Los números de Bernoulli B, tienen signo alternativo. Es decir 
(—1)**'B,, > 0. 


Además, |Bz,| = co cuando k >- co. De hecho, 


2(2k)! 
(23) (- 1+ tB baas (n)* cuando k —- co, 


DEMOSTRACIÓN. Dado que ¿(2k) > 0, (22) prueba que los números B,, cam- 
bian de signo. La relación asintótica (23) se obtiene del hecho de que ¿(2k) > 1 
cuando k — oo, 
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Nota. De (23) se obtiene | By,+2/By.| ~ k?/x® cuando k =- co. Además, invo- 
cando la fórmula de Stirling, n! ~ (n/e)" y 2xn obtenemos 


Ba poin 
(—1)***B, ~ 4n, fe = cuando k — oo, 


El teorema que sigue da el desarrollo de Fourier del polinomio B,(x) en el 
intervalo 0 < x < 1. 


Teorema 12.19 Si 0 <x < 1 tenemos 


n! +0 e? rikx 
24 B(x) = = ae 
(24) n(X) (ni o ke” 


k#0 


y entonces 





B(x) = (—1)"*? 


, 


2(2n)! şi cos 2mkx 
(2n)*" Pa kn 


n+1 2(2n + 1)! & sen2nkx 
Bans 1(x) = (—1)"*! paa 2. aT 


DEMOSTRACIÓN. La ecuación (24) se obtiene inmediatamente haciendo s = n 
en la fórmula de Hurwitz y aplicando el teorema 12.13. Las otras dos fórmulas 


son casos especiales de (24). O 


Nota. La función B,(x) definida para todo real x por el segundo miembro 
de (24) se llama n-ésima función periódica de Bernoulli. Es periódica de período 1 
y coincide con el polinomio de Bernoulli B,(x) en el intervalo 0 < x < 1. Entonces 


tenemos 


B,(x) = B,(x — [x]). 


12.13 FÓRMULAS PARA L(0, x) 


El teorema 12.13 implica 


(0,0) = —By(a) = 5 - a 
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En particular ¿(0) = £(0, 1) = — 1/2. También podemos calcular L(0, y) para cada 
carácter de Dirichlet y. 


Teorema 12.20 Sea y un carácter cualquiera de Dirichlet mod k. 
(a) Si y = y, (el carácter principal), entonces L(0, y1) = 9. 
(b) Si y + y, tenemos 


1 k 
L0,)==z 2 rx". 


Además, L(0, y) =0 si x(— 1) = 1. 


DEMOSTRACIÓN. Si y = y, utilizamos la fórmula 
LAS, xı) = wT] (1 — p”> 
pik 


demostrada para o > 1 en el capítulo 11. También es válida para todo s por pro- 
longación analítica. Cuando s = 0 el producto se anula, luego L(0, yı) = 0. 
Si x % y, tenemos 


a: 07) = 203-752 ( 
(0,1) = Z xX 7 = xr E” i 20. 
Ahora bien 

k 


k k k 
End) = Yk — valk — 1) = RE x=) Eran 


r=1 r=1 


k 
= =y — 1) 2 rx". 


Por consiguiente, si y(— 1) = 1, tenemos >f., rx(r) = 0. O 


12.14 APROXIMACIÓN DE ¿(s, a) POR MEDIO 
DE SUMAS FINITAS 


Algunas aplicaciones requieren valorar el orden de crecimiento de ¿(a + it, a) 
como función de f. Esto se deduce de otra representación de ¿(s, a) obtenida 


334 Las funciones &(s) y L(s, x) 
de la fórmula de sumación de Euler. Esta relaciona ¢(s, a) con las sumas parciales 
de su serie en el semiplano ø > 0 y además proporciona otro camino para extender 
¿(s, a) analiticamente al otro lado de la recta o = 1. 


Teorema 12.21 Para todo entero N > 0 y o> 0 tenemos 





(25) y 1 4 (N + a) 7* fs. x — [x] ss 
( 


Wa" Lice re E h era 


DEMOSTRACIÓN. Aplicando la fórmula de sumación de Euler (teorema 3.1) 
con f(t) = (t + a) y con x e y enteros, obtenemos 


_ d: i big 
£ ts aan 


Tomando y = N y haciendo que x > co, y siempre o > 1, obtenemos 


A E A ee 
Aa” |, (t + ay sf ra 


luego 





N 1 E 5 [ t — [t] dt 


ds, a) 2, (n+ a) s=1 y (t+ ay?! 
Esto prueba (25) para øo > 1. Si o > 6 >0 la integral se halla dominada por 
SP (t + ay *2 dt por lo que es uniformemente convergente para o > ô y por ende 
representa una función analítica en el semiplano ø > 0. Por consiguiente (25) se 
sigue cumpliendo para o> 0 por prolongación analítica. 
La integral de la derecha de (25) se puede escribir también como serie. Des- 
componemos la integral en suma de integrales en cada una de las cuales [x] 
es constante, es decir [x] = n, y obtenemos 


e ha [x] = om ae u 
———— dx = A OA 
N (x + ay"! pr n (x + ap al 0 (u +n+ art au 


Por consiguiente (25) también se puede escribir en la forma 





N i Wig” «sf A 
(26) a- 2 ae gel -sÈ | Nara 
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si o> 0. La integración por partes conduce a representaciones similares en suce- 
sivos semiplanos cada vez más amplios, tal como indica el teorema que sigue. 


Teorema 11.22 Si o> — 1 tenemos 


: N 1 _(N+a!™ 
(27) ¢(s, a) — pi (n+ ay ET 


s ‘ i a 1 
E th Ti 








s(s +1) 2 f u? du 
2! do (m+ a+ uy? 
En general, si o > — m, en donde m = 1, 2,3, ..., tenemos 
a 4 (N+a os = ss41)---(8+r—1) 
28 E): = ——— — SE at E 
( ) ái ) 2, (n F ay g=] 2 (r + 1)! 


E i 
x {Kl + a) - È rre! 


Smt aft 


_s(s + 1) ---(s + m) 
(m + 1)! 


© 1 yn+ 1 
x — du. 
x Í (n+a+uy*™*! 
DEMOSTRACIÓN. La integración por partes implica 


f u du E u? siti u? du 
(n+a+ut! An+a+uy*! 2 (n+ta+ut?” 


luego, si ø > 0, tenemos 


2 f u du 2 1 
Ele (n+a+u)*! AA 1 
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Pero, si o > 0, la primera suma de la derecha es £(s + 1, a) — 3X, (n + a) 
y (26) implica (27). El resultado también es válido para o > — 1 por prolongación 
analítica. Repitiendo la integración por partes obtenemos la representación más 
general dada por (28). O 


12.15 DESIGUALDADES PARA |¿(s, a)| 


Las fórmulas de la sección anterior proporcionan cotas superiores para |¿(o+ it, a)| 
como función de t. 


Teorema 12.23 (a) Si 9 > 0 tenemos 
(29) [Z(s, a) — a] <(1+0) sio>1+Ó0. 


(b) Si 0< ô< 1 existe una constante positiva A(Ó), que depende de ô pero no 
de s ni de a, tal que 


(30) Ilsa) — a7*| < At’ sil—8<0<2 y li] > 1, 
(31) |Z(s, a) — a7*| < A)|t|'** si —8 So <8 y It] = 1, 
(32) |Z(s, a)] < A(d)|tI"**** si —m—ó<0< —m+6 y |t| > 1, 


en donde m = 1, 2,3,... 


DEMOSTRACIÓN. Para la parte (a) utilizamos la serie que define ¢(s, a) y obte- 
nemos 


= (1 + ô), 


<È 





I¢(s, a) — a7*| < È ‘aus 


que implica (29). 
Para la parte (b) utilizamos la representación de (25) cuando 1 — ô < o < 2 
a fin de obtener 








P i _, Weg pye 

[¿(s, a) — a”*| < y mr Is-1] + Is| n (a+ a+! 
N 1-0 

ore dx (N + a) + wears 


1 (x + ay’ js —1| 
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Puesto que ø > 1 — ô > 0, tenemos (x + a)’ = (x + a} > x! luego 


[<a <[ dx ¿Y 
pá xi S 


Además, como |s — 1| = |o — 1 + it| > |¢| > 1 tenemos 


N + a)! ~e 
MENS NY 
Finalmente, como |s| < |o| + |t| < 2 + |t| obtenemos 


eft ltl 1 
“$ ne” 


Po a)" «a + a)! 





Esto nos proporciona 


Né 2+ |t| N? 
s,a) —a*|<14+—4+(N 4 1% + —— —. 
[Z(s, a) — a”*| Ft WN + he ie 
Ahora hacemos N = 1 + [|t|]. Entonces los últimos tres términos son O((t|*), en 
los cuales la constante que aparece en el símbolo O depende únicamente de 6. Esto 


demuestra (30). 
Para probar (31) utilizamos la representación de (27), que nos da 


-s 1 (N + a)'~° 1 > z at 
1Z(s, a) — a Is 2 EC ap 


BID, gran tat È ear 


Como en la demostración de (30), tomamos N = | + [|t|], asi que N = O(|t|), y 
vemos que cada término de la derecha es O(|1|***), y que la constante que aparece 
en el símbolo O depende únicamente de 6. Las desigualdades — ô < o < 6 im- 
plican 1 — ô < 1 +ø < 1 + ô, luego 
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pot Weal? 
ira" EP l-o 
(N ae Lyre An A 
<1 FEE = O(|t|' AL 


Como |s — 1| = |ż| = 1, el segundo miembro también es O(|1|1+9). Para el tercer 
término utilizamos (30), observando que 1 — ô < o + 1 < 1 + ô y que |s| =0(|1)), 
y vemos que este término también es O(|1|*+*), Después, se obtiene 


N d 
Isl » ¿+ aa ü of f e Es”) 


= O(|t|N~*) = O(t’) = O(t +’). 


Finalmente, 


1 d 
sisa 1È graa O te 


= 0(11PN**) = O(|t|**?). 


Esto termina la demostración de (31). 
La demostración de (32) es análoga, salvo que utilizamos (28) y observamos 
que a~ = O(1) cuando o < 0. 


12.16 DESIGUALDADES PARA |¿(s)| Y PARA |L(s, 7)| 


Cuando a = 1 las acotaciones del teorema 12.23 dan las correspondientes acota- 
ciones para |¢(s)|. Nos proporciona también cotas para las L-series de Dirichlet. Si 
o > 140, en donde 9 > 0, tanto |¿(s)] como |L(s, y)| se hallan dominadas por 
£(1 + 6) por lo que únicamente consideramos o < 1 + ô. 


Teorema 12.24. Sea y un carácter de Dirichlet mod k y supongamos 0 < ô < 1. 


Entonces existe una constante positiva A(Ó), que depende de 6 pero no des ni de k, 
tal que para s=0 + it con |t| > 1 tenemos 


(33) |L(s, x)| < A(6)|ke\"***° si —m — ò < o — m + ô, 


en donde m = —1,0,1,2,... 
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DEMOSTRACIÓN. Recordamos la relación 
k-1 $ 
L(s, ) =k"* Y xxs z). 
r=1 
Si m = 1, 2, 3, ... utilizamos (32) para obtener 


“E ds E) < Ret 7-10 Et 





que prueba (33) para m > 1. Si m=0 ó — 1 escribimos 

r i ak 
00-07 
Como —m— ô < ø < —m + ô podemos utilizar (30) y (31) para obtener 


ds r) z (+) < Pad A ste 


luego la segunda suma de (34) se halla dominada por A(0)|kt|”+1+%, La primera 
suma está dominada por 


k-1 
(34) Us) =D x 








pre 





e | k-1 k 5 k™+t1i+ö k™+t1+ā 
—< ere <1 Í et: d NT ee , 
ps es er TACO g 
y esta suma queda absorbida en la acotación A(0)|kt|"+1+, O 


Ejercicios del capítulo 12 


1. Sea f(n) una función aritmética periódica módulo k. 
(a) Probar que la serie de Dirichlet > f(n)n-* converge absolutamente para o > 1 y que 


Sm _ pos a r 
= ig>1. 
1% F KETOK sgj sio 
(b) Si NE =, f(r) = 0 probar que la serie de Dirichlet X f(n)n™ converge para o < 0 y queexiste 
una función entera F(s) tal que F(s) => f(n)n-* para o > 0. 
2. Si x es real y o > 1, sea F(x, s) la función zeta periódica 
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©  p¿2rinx 
F(x, s) = 2 Pr 


Si0<a<1 y 96 > 1 probar que la fórmula de Hurwitz implica 


ri- s) 


Oni {ert -9/2¢(] Sg a) hs e"s- 12704 w pl a). 


F(a, s) = 





3. La fórmula del ejercicio 2 se puede utilizar para extender la definición de F(a, s) sobre el s-plano 
entero si 0 < a < 1. Probar que F(a, s), extendida de esta forma, es una función entera de s. 
4. Si0<a<1y0<b<l, sea 


T A 
a, b, s) = oy (Us, Flo, 1 + s) + lls, 1- a)F( — b, 1 +5), 
en donde F es la función del ejercicio 2. Probar que 


Día, b,s) _ 
Tis(-3s) 





ens, a)t(—s, 1 — b) + Els, 1 — a){(—s, b)} 
+ e~*82¢0(_-5 1 — bXís, 1 — a) + U=s, DMs, a)}, 


y deducir que D(a, b, s) = D(1 — b, a, — s). Esta ecuación funcional es util en la teoría de las 
funciones elípticas modulares. 


En los ejercicios 5, 6 y 7, &(s) designa la función entera introducida en la sec- 
ción 12.8, 


es) = iss z narko 


5. Probar que &(s) es real sobre las rectas t = 0 y o = 1/2, y que &(0) = &(1) = 1/2. 

6. Probar que los ceros de ¿(s) (si existen) se hallan todos ellos situados en la banda 0< o< 1 
y su colocación es simétrica respecto de las rectas 1 = 0 yo = 1/2. 

7. Probar que los ceros de ¿(s) en la banda crítica 0< ø < 1 (si existen) son idénticos en posi- 
ción y en orden de multiplicidad que los de ¿(s). 

8. Sea y un carácter primitivo mod k. Definimos 


0 six—1)= 1, 


azadi six(-1)= —1. 


(a) Probar que la ecuación funcional de L(s, x) tiene la forma 


n(s — a) 
2 





L(1 — s, Y =D k"* cos \rors, x), donde |e(x)| = 1. 


(b) Sea 
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(s+a)/2 
es, x) = (*) ns es Je, x). 


Probar que ¿(1 — s, 7) = (Es, x). 


9. Referente al ejercicio 8. 
(a) Probar que &(s, y #0 sio>loao <0. 
(b) Describir la colocación de los ceros de L(s, y) en el semiplano o < 0, 

10. Sea y un carácter no primitivo mod k. Describir la colocación de los ceros de L(s, y) en el se- 
miplano o < 0. 

11. Probar que los polinomios de Bernoulli satisfacen las relaciones 


Bl — x) =(—1)"B,(x) y B2n+1(4) = 0 para todo n > 0. 


12. B, designa el n-ésimo número de Bernoulli. Obsérvese que 


B,=4=1-3-4, B.=34=1-1-4-3 
a oe ale at am 


Estas formulas ilustran un teorema descubierto en 1840 por von Staut y Clausen (independiente- 
mente). Si n> 1 tenemos 


1 
Ban = 1, — w = 
-1/2 bap 
en donde /, es un entero y la suma se halla extendida a todos los primos p tales que p — 1 
divide a 2n. Este ejercicio esboza una demostración que se debe a Lucas. 


(a) Probar que 


O 


[Indicación: Escribir x = log {1 + (e? — 1)f y utilizar las series de potencias para x/(e? — 1).] 
(b) Probar que 


n ! 


B.= 
dl Apr W, 


en donde c(n, k) es un entero. 

(c) Si a y b son enteros con a= 2, b> 2 y ab > 4, probar que abl(ab — 1)! Este hecho de- 
muestra que en la suma de la parte (b), cada término con k + 1 compuesto, k > 3, es 
un entero. 

(d) Si p es primo, probar que 


-1 ES 
Y Enf Y 
r=0 r 


eae sip — 1|n,n > 0, 
0 (mod p) sip — 14n. 
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(e) Utilizar los resultados anteriores o algún otro medio para probar el teorema de von Staudt- 
Clausen. 
13. Probar que la derivada del polinomio de Bernoulli B,(x) es nB,-,(x) si n> 2. 
14. Probar que los polinomios de Bernoulli satisfacen la fórmula aditiva 


Bix + y)= Y (caco: 


k=0 


15. Probar que los polinomios de Bernoulli satisfacen la fórmula multiplicativa 


m-1 
B,(mx) = m~! Y B(x + z), 


k=0 
16. Probar que, si r> 1, los números de Bernoulli satisfacen la relación 


z Pe al 
o (2k) '(2r + 1 — 2k)! (2r)! 


17. Calcular la integral /IxB,(x) dx de dos formas distintas y deducir la fórmula 


e) B Bm 
o r)p+2=r p+1' 


— 


18. (a) Comprobar la identidad 


uv ee 1. ob (1+ 1 P 1 ) 
(e — 1)(e — 1) u+v u+ -1 e-i 


-i+ Y pe a O, 


jagt! u +v 





(b) Sea J = /}B,(x)B,(x) dx. Probar que J es el coeficiente de p!q!u?v% en el desarrollo de la 
parte (a). Utilizarlo para deducir que 





s (-1)?*! oe pig sip>1,qg2>1, 
| 8,008,00 dx = i 
o sip=q=0, 
0 sip>1,q=0;0p=0,q>1. 


19. (a) Utilizar un método análogo al del ejercicio 18 para obtener la identidad 


B 
u+) E Y BB, o Tp AS ae ete 


m=0 n=0 l m=0 n=0 min! 2 





(b) Comparar los coeficientes de (a) e integrar el resultado para obtener la fórmula 
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= m n B2,Bm+n— 2X) yl min! 
B,(x)B,(x) = Y (o) + (G) aa A 


r 





para m> 1, n= 1. Indicar el recorrido del índice r. 


20. Probar que, si m> 1, n= 1, y p> 1, tenemos 


1 
f B,,(x)B,(x)B (x) dx 
0 


en ct m n (m+n-2r-1)! 
bd El) id (5) Mapa a 


En particular, calcular /1B2(x) dx a partir de esta fórmula. 
21. Sea f(n) una función aritmética periódica mod k, y sea 


1 >, f (me 2zimnik 


k mmodk 


gm) = 


la sucesión finita de coeficientes de Fourier de f. Si 


k p 
F(s) =k. sox(s r), 


r=1 
probar que 
r(s) nis) : y 7 = nisj e r 
F(l — s) = On fe ° Loex sÍ)+e "La ale 
22. Sea y un carácter no principal mod k y sea S(x) = > A x(n). 
(a) SiN > 1 y o>Oprobar que 


Ls, 0 = Y, añ dx. 


~ x(n) L S(x) — S(N) 
— + $ A A A 
N 
(b) Si s =0 + it con o> ô> 0 y |t|=> 0, utilizar la parte (a) para probar que existe una 
constante A(6) tal que 
|L(s, | < A(S)B()(l1] + 1)'~? 


en donde B(k) es una cota superior de |S(x)|. En el teorema 13.15 se demuestra que B(k) = 
= 0(V k log k). 
(c) Probar que, para cierta constante A > 0, tenemos 


IL(s, x)| < Alogk sio > 1- y O<It| <2. 


1 
log k 


[Indicación: Hacer N = k en la parte (a).] 


Capítulo 13 


Demostración analítica 
del teorema del número primo 


13.1 EL PLAN DE LA DEMOSTRACIÓN 
El teorema del número primo es equivalente a la afirmación 
(1) wx) ~x cuando x > oo, 


en donde y(x) es la función de Chebyshev, 


W(x) = Y A(n). 


nsx 


Este capitulo proporciona una demostración analítica de (1) basada en las propie- 
dades de la función zeta de Riemann. La demostración analítica es más breve que 
la demostración elemental efectuada en el capítulo 4 y sus ideas principales se com- 
prenden con mayor facilidad. Esta sección describe los hechos más sobresalientes 
de la demostración. 

La función y es una función escalonada y resulta más conveniente tratar con 
su integral que designamos y,. Por lo tanto, sea 


vic) = f wa 


La integral y, es una función continua lineal a trozos. Ante todo veremos que la 
relación asintdtica 
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1 
(2) Y (x) ~ ¿e cuando x — co 


implica (1) y por tanto demuestra (2). A este fin expresamos y,(x)/x? en términos 
de la función zeta de Riemann mediante la integral de contorno, 


W(x) _ 1 ct ol x57! _ Us) 
— es mb. ie 5( as en donde c > 1. 








El cociente — ¿'(s)/¿(s) posee un polo de primer orden en s = — 1 con residuo 1. 
Si quitamos este polo obtenemos la fórmula 


p (1-) k a S (0 } ) as, para c> 1. 


E 2\ x) aid. ss + DA US) s-i 








Sea 





de fs) 1 
| Us) +) 


y escribamos de nuevo la última ecuación en la forma 





1 1 2 1 c+ coi = 
6) Al -1) al rane 
xo! +0 





= hic + it)e" 1ex dt. 
ZE des 


Para completar la demostración debemos probar que 


(4) lim 


x>00 





xr 1 +a 
= Í h(c + it)e" 1ex dt = 0. 


Entonces el lema de Riemann-Lebesgue de la teoría de las series de Fourier esta- 
blece que 


lim Í f(te™ dt =0 


x>w 
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si la integral {*2 | f(t)|dt converge. La integral en (4) es de este tipo con log x reem- 
plazando a x, y es fácil demostrar que la integral [* 2 |h(c + it)| dt converge sic > 1, 
por lo que la integral de (4) tiende a 0 cuando x > oo, Sin embargo, el factor x*-1 
que se halla fuera de la integral tiende a co cuando c> 1, por lo que 
nos enfrentamos con una indeterminación del tipo œ:0. La ecuación (3) 
se verifica para todo c > 1. Si hacemos c = 1 en (3) el factor inoportuno x‘ des- 
aparece. Pero entonces h(c + it) se transforma en A(1 + it) y el integrando con- 
tiene a ¢'(s)/¢(s) sobre la recta ø = 1. En este caso resulta más difícil demostrar 
que la integral [3 |A(1 + it)|dt converge, y este hecho debe ser demostrado antes 
de poder aplicar el lema de Riemann-Lebesgue. La última y más difícil parte de 
la demostración consiste en demostrar que es posible substituir c por 1 en (3) y 
que la integral [33 |A(1 + it)| dt converge. Requiere un estudio más detallado de 
la función zeta de Riemann en las proximidades de la recta o = 1. 

Ahora procederemos a llevar a término el plan ahora esbozado. Empezaremos 
con unos lemas. 


13.2 LEMAS 


Lema 1 Para toda función aritmética a(n), sea 


A(x) = Y a(n), 


nsx 


en donde A(x) =0 si x < 1. Entonces 


(5) Y (x — nja(n) = [ 40 dt. 


nsx 1 
DEMOSTRACIÓN. Aplicamos la identidad de Abel (teorema 4.2) que establece que 


(6) Y a(n) f(n) = AQ) f(x) — Í AOS (0 dt 


nsx 1 


si f posee derivada continua en [1, x]. Hacemos f(t) = t y obtenemos 


Laln)f(n) = P nan) y A(x)f(x) = x} aln) 
nsx nsx 


nsx 
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por lo que (6) reduce a (5). O 


El lema que sigue constituye una forma de la regla de l'Hópital para fun- 
ciones crecientes lineales a trozos. 


Lema 2 Sea A(x) = >, <, a(n) y sea A(x) = fj A(t) dt. Además suponemos que 
a(n) = 0 para todo n. Si tenemos la fórmula asintótica 


(7) Aj(x) ~ Lx" cuando x —> co 
para un c >0 y un L > 0, entonces también tenemos 
(8) A(x) ~ cLx*~! cuando x — oo. 


Con otras palabras, la diferenciación formal de (7) nos proporciona un resultado correcto. 


DEMOSTRACIÓN. La función A(x) es creciente puesto que los a(m) son no ne- 
gativos. Elegimos un $ > 1 y consideramos la diferencia A,(Bx) — A,(x). Tenemos 


Bx Bx 
A,(Bx) — A(x) = Í A(u) du > Í A(x) du = A(x)(Bx — x) 
= x(B — 1)A(x). 
Esto nos da 


xa) < q (4189) — Ayo) 


luego 








A(x) 1 ie p- awl 
(px) E 


xo} B sf 
Fijamos ĝ y hacemos que x > co en la desigualdad anterior. Obtenemos 
A(x) 1 pr -1 


E T 





lim sup 


c- 
x>0 x 
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Ahora hacemos que $ > 1 +. El cociente de la derecha es el cociente incremental 
relativo a la derivada de x° en x = 1 y tiene límite c. Por consiguiente 


(9) lim su “ 


x>0 








Ahora consideramos un « con 0 < « < 1 y consideramos la diferencia A,(x) — 
— A,(«x). Un razonamiento análogo al anterior demuestra que 


lim inf SL 
x= o lemi 





A 1 — of 
L ; 


Cuando « +1 — el segundo miembro tiende a cL. Esto, junto con (9), prueba 
que A(x)/x"" tiende al limite cL cuando x= oo, 


Cuando a(n) = A(n) tenemos A(x) = y(x), A(x) = y(x), y a(n) > 0. Por con- 
siguiente podemos aplicar los lemas 1 y 2 y obtenemos inmediatamente: 


Teorema 13.1 Tenemos 


(10) Yi (o) = Y (x — mAl(n). 


nsx 


Además, la relación asintótica y,(x) ~ x?/2 implica w(x) ~x cuando x =- oo, 


Nuestra próxima labor consiste en expresar y,(x)/x? como una integral de con- 
torno que involucre a la función zeta. Para ello precisamos de los casos especiales 
k=1 y k =2 del siguiente lema sobre integrales de contorno. (Compárese con 
el lema 4 del capítulo 11.) 


Lema 3 Sic>0 y u> 0, entonces para cada entero k > 1 tenemos 


1 pete un? daa si0<usl 
al oe, a A 
2ri Jeet 2(2 + 1) (z + k) 

siu>l, 


y la integral es absolutamente convergente. 
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DEMOSTRACIÓN. En primer lugar observamos que el integrando es igual a 
u~ T'(z)/T(z + k + 1). Este resultado se obtiene utilizando repetidamente la ecua- 
ción funcional P(z + 1) = zI(z). Para probar el lema aplicamos el teorema del 
residuo de Cauchy a la integral 


ES u “T(z) de 
2ni C(R) T(z + k + 1) ? 


en donde C(R) es el contorno dibujado en la figura 13.1(a) si 0 < u < 1, y el de la 
figura 13.1(b) si u > 1. El radio R del círculo es mayor que 2k + c por lo que 
todos los polos en z =0,—1,..., —k se hallan en el interior del círculo. 

Ahora vemos que el integrando a lo largo de cada uno de los arcos circulares 
tiende a 0 cuando R —- «o. Si z = x + iy y |z| = R, el integrando se halla domi- 
nado por 


y e ur* 2 ye 
d+ DR] Izllz+ 11 Il + ki Rlz+11---I2 + kl" 


La desigualdad u” < u™ se sigue del hecho de que u~” es una función creciente 
de x si 0< u < 1 y decreciente si u > 1. Ahora, si 1 < n < k, tenemos 


Iz+n|>|2|-—-n=R=-n>R-k>R/ 





(a) O<u <1 (b) u>1 
Figura 13.1 
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puesto que R > 2k. Por consiguiente la integral a lo largo de cada arco circular 
se halla acotada por 


2nRu~‘ ones 
y ésta >0 cuando R —- co ya que k > 1. 

Si u > 1, el integrando es analítico en el interior de C(R), luego fetr) = 0. Si 
ahora R —- co el lema queda establecido en este caso. 

Si 0 < u < 1, calculamos la integral a lo largo de C(R) por el teorema del re- 
siduo de Cauchy. El integrando posee polos en los puntos enteros n = 0, — 1, ... 


..., — k, luego 
1 u~7T(z) k u~*I(z) 
=> EA a = R 
Sid deme PESO” Se erki 
: u” E -iy 
“Live-in a 





r= A 
Ap E > 


Si R => co obtenemos el lema. O 


13.3 UNA REPRESENTACIÓN DE y,(x)/x? 
COMO INTEGRAL DE CONTORNO 


Teorema 13.2 Sic>l y x> 1 tenemos 


an y(x) 1 Ft O) as, 


Pa ~ 2ni c- oi s(s + 1) Es) 





DEMOSTRACIÓN. De la ecuación (10) tenemos y,(x)/x = >,<, (1 —n/x) A(n). 
Ahora usamos el lema 3 con k = 1 y u =n/x. Si n < x obtenemos 


p” 1 i (x/n)s 


x 2ni art 1) $ 
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Multiplicamos esta relación por A(n) y sumamos para todos los n < x y obtenemos 








y(x) 1 k Amd S ÓN Amin" is 


x Mido: SS+) 21 2mid.-. s(s +1) 


ya que la integral se anula si n > x. Podemos escribirla 





W(x) y © + ooi 
x 


(12) fals) ds, 


en donde 2zif,(x) = A(n) (x/n)*/(s? + s). Ahora, en (12), queremos intercambiar la 
suma y la integral. Para ello es suficiente probar que la serie 


13 æ +oœoi y 
(13) È f oa 


es convergente. (Ver teorema 10.26 de [2].) Las sumas parciales de esta serie sa- 
tisfacen la desigualdad 


N c+oi A, c N A A 
y Í (n)(x/n) y -5 na ` a A mergis E w 


n=1 e- oi aissi n 





en donde A es constante, luego (13) converge. Por tanto podemos intercambiar la 
suma y la integral en (12) y obtenemos 





Y) _ A al ae 2 An) j 
E Ta 2 Ss) a. 2ni s(s + 1) ,24 n° $ 
1 c+ coi xs o) 
= — —— | -——]d 
2ni de ss + 5( 9) e 
Ahora, para obtener (11), basta dividir por x. O 


Teorema 13.3 Sic>1l y x= 1 tenemos 
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Y) _1(,_1P_ ={ 15) ds 
(14) = Ss 1 a) =$ e, h(s) ds, 
en donde 
» ff C(s) 1 
15) ol o) ==) 


DEMOSTRACIÓN. Esta vez utilizaremos el lema 3 con k =2 para obtener 


1 1 2 1 c+ oi xs 
i N 
2 x 2ri Je-wi S(S + 1)(s + 2) 

en donde c > 0. Substituimos s por s — 1 en la integral (haciendo c > 1) y resta- 


mos este resultado de (11) para obtener el teorema 13.3. 


Si parametrizamos el arco de integración haciendo s =c + it, obtenemos 
xl = x} xt = x- e" 108% y la ecuación (14) se transforma en 








(16) Wi x) Les € Ml =) z x! ro a ¡get e 


x? 2 x 2 c= ol 


Nuestra próxima labor consiste en demostrar que el segundo miembro 
de (16) tiende a 0 cuando x > co, Como ya hemos indicado anteriormente, pri- 
mero probaremos que podemos hacer c = | en (16). A este fin necesitamos estu- 
diar ¿(s) en las proximidades de la recta o = 1. 


13.4 COTAS SUPERIORES PARA |¿(s)| Y PARA |¢’(s)| 
EN LAS PROXIMIDADES DE LA RECTA o = 1 


Para estudiar ¿(s) en las proximidades de la recta o = 1 utilizamos la represen- 
tación que se obtiene por el teorema 12.21 y que es válida para o > 0, 


N 1 © x — [x] N'-s 
(17) = E >. || pa A 
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Utilizamos además la fórmula correspondiente a ¢’(s) que se obtiene derivando 
cada uno de los miembros de (17), 








08) ros- Es PAE a 


Ni=*log N pa 
s—1 (s — 1)?" 


El teorema que sigue utiliza estas relaciones para obtener cotas superiores de 


IEO] y de |¿'(s). 


Teorema 13.4 Para cada A> 0, existe una constante M (que depende de A) 
tal que 


(19) I) <Mlogt y  1€(s)|< M log’ t 


para todo s con o > 1/2 que además verifica 


(20) > yize * 


Nota. Las desigualdades de (20) describen una región del tipo representado 
en la figura 13.2. 





Figura 13.2 
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DEMOSTRACIÓN. Si o > 2, tenemos |£(s)] < ¿(2) y |¢’(s)| < |£'(2)] y las des- 
igualdades de (19) se verifican trivialmente. Por consiguiente podemos suponer que 
o < 2 y t > e. Entonces tenemos 


Is|so+t<s2<t<2 y |s—-1]>+ 


luego 1/|s < 1| < 1/t. Si acotamos |¢(s)| utilizando (17) obtenemos 


N 1 1 nie Al 2 Nie 
Kos Y +2 | zri dx + 7 -LPI H 











N 
Ahora hacemos que N dependa de ¢ tomando N = [t]. Entonces N< t< N+ 1 


y logn < logt si n < N. La desigualdad de (20) implica 1 — ø < A/log t por lo 
tanto 





S| 


1—¢ 
= n = lgi- La logn/togt < | ¿a = 0 1 2 
n n n n n 


Por consiguiente 


2 N 1 1-0 
A y E == (g) = 00m 





—=< pe 
oN’ N t t N?’ N 


luego 
N 


[€(s)| = o( ry 5) + O(1) = O(log N) + O(1) = O(log t). 

n=1 

Esto demuestra: la desigualdad relativa a |¢(s)| dada en (19). Para obtener la 
desigualdad relativa a |¿'(s) aplicamos el mismo tipo de razonamiento a (18). La 
única diferencia esencial es que en el miembro de la derecha aparece el factor 
extra log N. Pero log N = O(log t) por lo que en la región especificada tenemos 
|£'(s)| = O(log? t). O 


13.5 LA NO ANULACIÓN DE ¿(s) EN LA RECTA o = 1 


En esta sección vemos que ¿(1 + it) # 0 para cada 1 real. La demostración se 
basa en una desigualdad que también necesitaremos en la sección siguiente. 
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Teorema 13.5 Si o> 1 tenemos 
(21) C7(a)|C(o + it)|*|C(o + 2it)| > 1. 


DEMOSTRACIÓN. Recordamos la identidad ¢(s) = e®® demostrada en la sec- 
ción 11.9, ejemplo 1, en donde 


il Y Ps y $ 


Hy logn™ p m=1 MP 





(a > 1) 


ms 


se puede escribir 





È 


1 00 e im log p 
t(s) = exp a = epi E 2 aan 
p p m= 


de donde obtenemos 


y: cos log Ph. 


I&I = exp 
P 


Aplicamos esta fórmula repetidamente con s =o, s =0 + it y s =0 + 2it, y 
se obtiene 


Eloko + it)*1C(o + 2it)| 


cole 


mo 
p m=1 mp 


3 + 4 cos(mt log p) + cos(2mt log Ph, 


Ahora bien, disponemos de la desigualdad trigonométrica 
3 + 4c0s 0 + cos 20 > 0 


que se obtiene a partir de la identidad 


3 + 4cos 0 + cos 20 = 3 + 4cos 0 + 2 cos? 0 — 1 = 2(1 + cos 0). 
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Por consiguiente cada término de la última serie infinita es no negativo y obte- 
nemos (21). O 


Teorema 13.6 Tenemos ¿(1 + it) 4 0 para cada t real. 


DEMOSTRACIÓN. Únicamente debemos considerar 1 4 0. Se puede escribir (21) en 
la forma 


¿(o + it) |* 1 
coli eT 


(22) {le — Dto)? 








Esto es válido si o > 1. Ahora hacemos que o > 1 + en (22). El primer factor tiende 
a 1 puesto que ¿(s) tiene residuo 1 en el polo s = 1. El tercer factor tiende a 
|1£(1 + 2it)|. Si £(1 + it) fuese cero, el segundo factor podríamos escribirlo 


4 


do +i) C+ IO)" ie + iit cuando o> 1 +. 


o=1 








Por consiguiente, si para algún ¢ # 0 tuviésemos ¿(1 + it) = 0, el primer miembro 
de (22) se aproximaria al límite |¢’(1 + it)|*)¢(1 + 2it)| cuando o > 1 +. Pero el 
segundo miembro tiende a «o cuando o >1+ y ello no es posible. O 


13.6 DESIGUALDADES PARA |1/¿(s)| Y |2'(s)/2(5)| 


Aplicamos ahora una vez más el teorema 13.5 y obtenemos las siguientes des- 
igualdades para |1/C(s)| y |¢°(s)/¢(s)]. 


Teorema 13.7 Existe una constante M> 0 tal que 


<Mlogt y LO < M low ¢ 








l 
č(s) 
sio>1lyt>e. 


DEMOSTRACIÓN. Para o > 2 tenemos 


< y(n) 
n=1 n? 


EN 
Cs) 

















< Y 510) 
n=1 "0 
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ES 
{(s) 





= A(n) 
<2 


luego las desigualdades se verifican trivialmente si o > 2. Suponemos, entonces, que 
l < o < 2 y que t > e. Escribimos de nuevo las desigualdades de (21) como sigue: 


1 


3/4 ¿9111/4 
Mo Fm É (04 Elo + 2it)|""*. 


Ahora, como (ø —1)é(o) está acotado en el intervalo 1 < ø < 2, o sea que 
(o — 1)€(c) < M, en donde M es una constante, tenemos 


M 
ko) < — sil<o<2. 
o=1 


Además, ¿(0 + 2it) = O(logt) si 1 < o < 2 (por el teorema 13.4), luego para 
1<o < 2 tenemos 


1 M**(log t)'/* _ A(log t)'/* 
Io + in|” (o- 1% (0-19 


en donde A es una constante absoluta. Por consiguiente, para una constante B > 0, 
tenemos 


Blo — 1) 


(23) Kete > gp» sil<o<2,yt2e. 


Esto también se verifica trivialmente para o = 1. Sea « un número cualquiera que ve- 
rifique 1 < « < 2. Entonces, si 1 < o < a, t > e, podemos utilizar el teorema 13.4 
para escribir 


¡Eo + it) — Ea + it)| < fice + it)| du < (a — o)M log? t 


< (a — 1)M log? t. 


Luego, por la desigualdad triangular, 


Demostración analítica del teorema del número primo 359 


[So + it)| > |¿(a + it)| — | ¿(o + it) — (a + it)| 
Bla — 19 


og) — (x — 1)M log? t. 


> |C(« + it)| — (x — 1)M log? t > 


Este resultado se verifica, sil < ø < a, y por (23) también se verifica para « < o < 2 
puesto que (o — 13% > (a — 1)%%, Con otras palabras, sil < o < 2y1f > e tenemos 
la desigualdad 


Bla — 1)°/* 


log pi — (a — 1)M log? t 


Ilo + it)| > 


para todo « que satisfaga 1 < « < 2. Ahora « lo hacemos depender de 1 y elegi- 
mos « de forma que el primer término de la derecha sea igual a dos veces el segundo. 
Esto requiere que 


a=1 + B E 
i 2M) (log 1)? * 


Es obvio que « > 1 y también que « <2 si t = tọ para cierto fo. Así pues, si t= ty y 
l < ø< 2 tenemos 


4 Cc 
¡Elo + it)| > (a — 1)M log? t= (log ` 


Esta desigualdad se verifica asimismo con (quizás) una C diferente si e < t < fp. 
Todo ello demuestra que |¿(s) > C log”? £ para todo o = 1, t = e, y, lo que nos 
proporciona es una cota superior de |1/Z(s)|. A fin de obtener la desigualdad relativa 
a |¢’(s)/¢(s)| aplicamos el teorema 13.4 y obtenemos un factor extra log? t. O 


13.7 TERMINACIÓN DE LA DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 
DEL NÚMERO PRIMO 


Estamos a punto de terminar la demostración del teorema del número primo. 
Necesitamos un resultado más de la teoría de funciones complejas que establece- 
remos en forma de lema. 
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Lema 4 Si f(s) tiene un polo de orden k en s = a, entonces el cociente f'(s)/f(s) 
tiene un palo de primer orden en s = « con residuo — k. 


DEMOSTRACIÓN. Tenemos f(s) = g(s)/(s — a)", en donde g es analítica en « y 
g(«) # 0. Luego, para todo s de un cierto entorno de «, tenemos 


f(s) = 











(s-a (s-a! (s-a 


g'(s) kg(s) gls) j P o, 


z s—Q0 gls) 


Por lo tanto 


fis) s-a gs) 





£9) _ =k ,96) 


Esto demuestra el lema ya que g'(s)/g(s) es analítica en «. O 


Teorema 13.8 La función 


ae O: 
ii Ces 





es analítica en s = 1. 


DEMOSTRACIÓN. Por el lema 4, — £'(s)/£(s) tiene un polo de primer orden 
en 1 con residuo 1, así como 1/(s — 1). Luego su diferencia es analíticaens =1. O 


Teorema 13.9 Para x > 1 tenemos 


2 œ% 
y(x) i 1 iv 1 = + Í h(1 $ it)e" log x dt, 
3 y li 





x 2 


en donde la integral [°°. |h(1 + it)| dt converge. Por consiguiente, por el lema de 
Riemann-Lebesgue, tenemos 


(24) W(x) ~ x?/2 
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y por lo tanto 
w(x) ~x cuando x=: oo, 


DEMOSTRACIÓN. En el teorema 13.3 hemos demostrado que, si c> 1 y x> 1, 
tenemos 





en donde 





co E ře il 
Ws) = 5 ( US) —) 


La primera tarea que se nos plantea consiste en demostrar que podemos trasladar 
el camino de integración a la recta o = 1. Para ello aplicamos el teorema de Cauchy 
al rectángulo dibujado en la figura 13.3. La integral de x° A(s) a lo largo de R 





l=iT c-iT 


Figura 13.3 


es 0 puesto que el integrando es analitico en el interior y sobre R. Ahora demos- 
traremos que las integrales a lo largo de los segmentos horizontales tienden a 0 
cuando T > œ. Dado que el integrando tiene el mismo valor absoluto en puntos 
cunjugados, bastará considerar únicamente el segmento superior, t = T. En este 
segmento tenemos las acotaciones 
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1 hood 
———— | S <a. 
een EE 








1 1 
y> y 


Además existe una constante M tal que |¢’(s)/¢(s)| < M log? t sio > 1 ytz=e. 
Luego, si T > e, tenemos 


M log? T 


|h(s)| < 7 


o sea que 








[= 1h(s) ds 


c l + A fi l 9 
< [Lao Mx oE A 
1 1 


Te yt 





Por consiguiente las integrales a lo largo de los segmentos horizontales tienden a 
a 0 cuando T >- œ, y por ello tenemos 


c+ oi 1+o0i 
Í x"1h(s) ds = Í x*~"h(s) ds. 
i 1 


c- oi -œi 


Sobre la recta ø = 1 escribimos s = 1 + it y obtenemos 


1+ai 1 o 
ds | x "1 h(s) ds = — Í h(i + it)e" 108% dt. 
2ni Ji Pa 


-œi 


Ahora observamos que 


f ma + it)| dt = E + f + ix 


En la integral de e a co tenemos 


M log? t 
[h(t + it)| < SH 


Demostración analítica del teorema del número primo 363 
luego [5° |A(1 + it)| dt converge. Análogamente, [=< converge, luego f2 |A(1 + 
+ it)| dt converge. Entonces podemos aplicar el lema de Riemann-Lebesgue para 


obtener y,(x) ~ x?/2. Por el teorema 13.1 esto implica y(x) ~x cuando x —- oo, 
lo que termina la demostración del teorema del número primo. O 


13.8 REGIONES CARENTES DE CEROS DE ¢(s) 

La desigualdad |1/¢(s)| < M log’t que se ha demostrado en el teorema 13.7 
para o > 1 y t= e se puede extender a la izquierda de la recta ø = 1. La acota- 
ción no se obtiene en una región vertical sino en una región semejante a la de la 
figura 13.2, en la que el borde izquierdo de la curva se aproxima a la recta o = 1 
asintóticamente cuando 1 —- oo, La desigualdad implica la no anulación de ¿(s) en 


esta región. Con mayor precisión, tenemos: 


Teorema 13.10 Suponemos o > 1/2. Entonces existen constantes A>0yC>0 
tales que 


‘ C 
\C(o + it)| > logt 


siempre que 


A 
(25) AS yhee 


Esto implica que (o + it) # 0 si o y t satisfacen (25). 


DEMOSTRACIÓN. La desigualdad triangular, junto con el teorema 13.7, nos dan, 
para un cierto B>0 


(26) ¿(o + it)| > IEA + it)| — IGO + it) — Eo + it)! 


B A ‘ 
> vt 154 + it) — Eo + it)l. 


Para acotar el último término escribimos 


y At 
Ss Í \C'(u + it)| du. 





1 
IZA + it) — Eo + it)| = i Eu + it) du 
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Como t= e, tenemos log? 1 > logt, luego 1 —(A/log® 1) > 1 — A(/log t). Asi 
pues, sio satisface (25) para todo A < 0, podemos aplicar el teorema 13.4 para 
acotar |¢’(u + it)|, obteniendo 


A MA 
IŠ + it) — (6 + it)| < M(1 — o)log? t < M log? “Log?” logt 


Utilizando este resultado en (26) obtenemos 


B — MA 

¡(o + it)| > log”: 

Esta desigualdad se verifica para un cierto B > 0, todo A >0 y un cierto M >0 
que depende de A. Un valor de M que sirva para un A sirve también para todo A 
más pequeño. Por consiguiente podemos elegir A ínfimo entre los que verifican 
B — MA > 0. Si en la última desigualdad hacemos C = B— MA obtenemos 
|¢(o + it)| > Clog”” t que prueba el teorema para todo ø y todo ¢ que satisfagan 


sa <o< I tag 
log? t A y ` 


Pero el resultado es válido también para o = 1 por el teorema 13.7 con lo que se 
termina la demostración. o 


Sabemos que ¢(s) 4 0 si o > 1, y la ecuación funcional 


Us) = 22n) "TU — se Zka - 5) 


prueba que ¢(s) # 0 si ø < 0 excepto en los ceros s = — 2, — 4, — 6, ... que se 
obtienen de la anulación de sen (zs/2). Son los llamados ceros «triviales» de ¢(s). El 
teorema que sigue prueba que, fuera de los ceros triviales, £(s) no posee sobre el 
eje real ningún otro cero. 


Teorema 13.11 Si o> 0 tenemos 


<= pri 
27) (1 — 21-0) = yo 2 





Esto implica que ¢(s)< 0 si s es real y 0< s< 1. 
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DEMOSTRACIÓN. Primero suponemos que ø > 1. Entonces tenemos 


00 1 00 1 
1-2-9 = Y =-2Y — 
hi ) 2 n 2 (2n) 
(14 27° +3°%+---)—2(27°+4°5+6°%+--) 
=1 -2 4378-4754 5-§— 68 oe, 


que prueba (27) para o > 1. Sin embargo, si ø > 0, la serie de la derecha con- 
verge, luego (27) también se verifica para ø > 0 por prolongación analítica. 


Cuando s es real, la serie de (27) es una serie alternada que tiene suma positiva. 
Si 0 < s< 1, el factor (1 — 21-*) es negativo, luego ¿(s) también es negativo. O 


13.9 LA HIPÓTESIS DE RIEMANN 


En su famosa memoria de 8 páginas acerca de x(x), publicada en 1859, Rie- 
mann [58] afirma que parece plausible que los ceros no triviales de £(s) pertenecen 
todos a la recta ø = 1/2, si bien no ha podido demostrarlo. La afirmación de que to- 
dos los ceros no triviales tienen parte real 1/2 se conoce actualmente como hipótesis 
de Riemann. En 1900 Hilbert colocó el problema de demostrar o contradecir la 
hipótesis de Riemann en la lista de los problemas más importantes con que debe- 
rían enfrentarse los matemáticos del siglo veinte. Todavía hoy no ha sido resuelto. 

La hipótesis de Riemann atrajo la atención de muchos de los matemáticos 
eminentes y se ha descubierto gran cantidad de resultados acerca de la distribu- 
ción de los ceros de ¿(s). La ecuación funcional prueba que todos los ceros no 
triviales (si existe alguno) deben hallarse en la banda 0 < o < 1, llamada «banda 
crítica». Es fácil demostrar que los ceros se hallan distribuidos simétricamente 
respecto del eje real y de la «recta crítica» o = 1/2. 

En 1915, Hardy probó que hay una infinidad de ceros situados en la recta 
crítica. En 1921 Hardy y Littlewood demostraron que el número de ceros que hay 
en el segmento rectilíneo que une 1/2 con 1/2 + (iT) es por lo menos AT para una 
cierta constante positiva A, si T es suficientemente grande. En 1942 Selberg lo perfec- 
cionó probando que el número es por lo menos AT log T para un cierto 4>0. También 
se sabe que el número en la banda crítica con 0 < t < Tes asintótico a T log T/2x 
cuando T —- co, o sea que el resultado de Selberg prueba que una fracción positiva 
de los ceros está en la recta crítica. Recientemente (1974) Levinson ha demos- 
rado que esta fracción es por lo menos 7/10. Es decir que la constante del teorema 
de Selberg satisface A > 7/207. 
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Extensos cálculos de Gram, Backlund, Lehmer, Haselgrove, Rosser, Yohe, 
Schoehfeld, y otros han demostrado que los tres primeros millones y medio de 
ceros por encima del eje real se hallan en la recta crítica. A despecho de que 
todo ello constituye una evidencia a favor de la hipótesis de Riemann los 
cálculos han revelado también ciertos fenómenos que sugieren que es muy posible 
que existan contraejemplos de la hipótesis de Riemann. Para una narración fas- 
cinante de la historia de los cálculos a gran escala concernientes a £(s), el lector 
puede consultar [17]. 


13.10 APLICACIÓN A LA FUNCIÓN DIVISOR 

El teorema del número primo, a veces, es útil para estimar el orden de mag- 
nitud de funciones aritméticas multiplicativas. En esta sección lo utilizaremos para 
demostrar desigualdades para d(n), número de divisores de n. 

En el capítulo 3 hemos demostrado que el orden medio de d(n) es log n. Cuando 
n es primo tenemos d(n) = 2, por lo que el tamaño de d(n) es tanto mayor cuantos 


más divisores tenga n. Suponemos que n es el producto de todos los números 
primos < x, 


(28) n= 2:3-5-++++ Day. 
Puesto que d(n) es multiplicativa tenemos 
d(n) = d(2)d(3) «++ (Pq) = 2°. 


Para x grande, x(x) es aproximadamente x/log x y (28) implica 


logn = Y log p = W(x) ~ x 


psx 
luego 27) es aproximadamente 218 ”/log log", Ahora bien 


31 logn — e” logn log2 _ nî log 2 


luego 2108 ”/loglog» — plog 2hog log» Con otras palabras, cuando n es de la forma (28) 
entonces d(n) es aproximadamente 2108 "/log log» — plog 2/log log» 
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Siguiendo esta idea un poco más cuidadosamente obtenemos las siguientes 
desigualdades para d(n). 


Teorema 13.12 Sea e > 0. Entonces tenemos: 


(a) Existe un entero N(e) tal que n > N(e) implica 


d(n) < 20 +e) logn/ log logn — no + €) log 2/ log logn, 


(b) Para una infinidad de n tenemos 


d(n) > 2(1 — 2) logn/ log logn — (1 ~2) log 2/ log logn 
Nota. Estas desigualdades equivalen a la relación 


breig log d(n)log log n 


so og = log 2. 


DEMOSTRACIÓN. Escribimos n = p® ... p, así que d(n) = If, (a, + 1). 
Dividimos el producto en dos partes, separando los divisores primos < f(n) de los 
> f(n), en donde f(n) se especificará más adelante. Entonces d(n) = P,(n)P,(n) 
en donde 


P(m)= [] @+1) y Pn)= [] (a+ 1). 


pi< f(n) piz f(n) 


En el producto P,(n) utilizamos la desigualdad (a + 1) < 2° y obtenemos P,(n) < 2°) 
en donde 


k 
S(n) = 2 Ai. 


piz fin) 


Ahora bien 


k 
n= I] pz [[ p= [| fo = fay, 


1 Piz fin) Piz f(n) 
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por lo tanto 


log n 


log n > S(n)log f(n), luego S(n) < bern’ 


Esto nos da 


(29) P(n) < 210891 log fi, 


Para estimar P,(n) escribimos 


P,(n) = exp Y logía; + D} 


pi < f(n) 


y probamos que log (a, + 1) < 2log log » si n es suficientemente grande. De hecho 
tenemos 


n> pi" > 2 
por lo tanto 
logn > a, log 2, luego a, < log n/log 2. 


Por consiguiente 


log n 
140514577 < 0081 si n > n 


para un cierto n,. Entonces n > n, implica log (1 + a;) < log (log n)? = 2 log log n. 
Esto nos da 


P,(n) < exp? log logn Y i < exp(2 log log nz(f(n))}. 
pi < f(n) 
Utilizando la desigualdad x(x) < 6x/log x (ver teorema 4.6) obtenemos 


12f(n)log log n 
0 P AMAS OS 9ef(m) log log n/ log f(n) 
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en donde c = 12/log 2. Combinando (29) y (30) obtenemos d(n) = P,(n)P,(n) < 29m) 


en donde 
f(n) log logn 





_ logn + cf(mlog logn _ log n log n 
a(n) = log f(n) log log n log f(n) 
log log n 


Ahora elegimos f(n) de forma que f(n) log log n/log n —- 0 y además hacemos que 
log f(m)/log log n =- 1 cuando n > oo, Para ello es suficiente tomar 





log n 
Sm = (log log n}? ` 
Entonces 
_ logn 1+o(1)_ logn log n 
a(n) = loglogni+o(1) loglogn iko Re log log n 


sin > N(e) para un cierto N(e). Esto prueba la parte (a). 


Para demostrar la parte (b) tomamos un conjunto de enteros n que posean 
gran número de factores primos. Efectivamente, tomamos n igual al producto de todos 
los factores primos < x. Entonces n —> oo si, y sólo si, x —> oo, Para ese n tene- 
mos, por el teorema del número primo, 


d(n) = 27) = 20 +o(1))x/ log x 


Tambien, para este n, tenemos 


logn = Y log p = Ax) = x(1 + o(1) 
psx 
luego 


log n 


i= i+ a = (1 + o(1))log n 





por lo tanto 
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log(1 + a) 


log x = log log n + log(1 + o(1)) = log log n| 1 + 
log log n 


= (1 + o(1)log logn. 


Por consiguiente x/log x = (1 + o(1)) log n/log logn y 
d(n) ræ 20 + 0(1)) log n/ log logn 


para tal n. Pero 1 + o0(1) > 1 —e si n> Me) para un cierto N(e) y esto prueba 
(b). O 


Nota. Como corolario del teorema 13.12 obtenemos la relación 


(31) d(n) = oln’) 


para cada 6 > 0. Este resultado se puede obtener también sin necesidad de utilizar 
el teorema del número primo. (Ver ejercicio 13.13.) 


13.11 APLICACIÓN A LA INDICATRIZ DE EULER 


El tipo de razonamiento utilizado en la sección precedente se puede utilizar 
también para obtener desigualdades para g(n). Cuando n es primo tenemos 
p(n) =n — 1. Cuando n posee gran número de factores primos, p(n) será mucho 
menor. Realmente si n es el producto de todos los primos < x tenemos 


1 
= Lisp 
a" 


El teorema que sigue da el comportamiento asintótico de este producto cuando x 
es grande. 


Teorema 13.13 Existe una constante positiva c tal que, para x = 2, 


1 c 1 
2 =-)|= i 
ain n( >) log x + ios -) 
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Nota. Es posible demostrar que c = e~°, en donde C es la constante de Euler 
(ver [31]). 


DEMOSTRACION. Si P(x) designa el producto de (32), entonces log P(x) = 
= >,<xlog(1 — 1/p). Para estimar esta suma utilizamos el desarrollo en serie de 
potencias 


A AA 
me E dd: n 
con t = 1/p. Si pasamos un término al otro miembro obtenemos, si a, = — log (1 — 
— 1/p) — 1/p, 
cub Ll a = : 
a oF ie 2\p p>)” =D 


Esta desigualdad prueba que la serie infinita 


9 pp 


converge, ya que está dominada por >, 1/n(n — 1). Si B designa la suma de la 
serie dada en (33) tenemos 





1 1 1 1 
0<8- Sam Los Pp => ali 1)-%) 


psx p>x n2x 


Luego 


Ya,=B+ o(2). 


psx 
por lo tanto 


—log P(x) = Y : +B+ o() 


psx 


Pero, por el teorema 4.12, la suma de la derecha es log log x + A + O(1/log x) 
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así que 


1 
log P(x) = —1 -B- EN 
og P(x) oglogx-B-A+ As -) 


Por consiguiente 
P(x) = exp{log P(x)} os e” B-Ap- log log x¿0(1/ log x). 


Sea ahora c = e-*-1 y utilizando la desigualdad e" = 1 + 1 + O(u) para0<u< 1 


obtenemos 
c 1 c 1 
P(x) = — <1 — |} = — —— }. 
6) log x i i Oise -J log x de di -) 
Esto termina la demostración. O 


Teorema 13.14 Sea c la constante del teorema 13.13, y sea e > 0. 


(a) Existe un N(e) tal que 


y(n) > (1 — e) para todo n > N(e). 


cn 
log log n 
(b) Para una infinidad de n tenemos 


cn 


Con otras palabras, 


log | 
lim int Pee togn =" 


n= œ 


DEMOSTRACIÓN. Primeramente probaremos (b). Tomamos n =[ | p<x P. Entonces 


y(n) _ ry ¢ 1 
n n( *) ~ log x i ds -) 
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Pero logn = 0(x) = (1 + o(1))x, luego log log n = (1 + o(1)) log x, por lo tanto 





oln) _ e(1 + 0(1) 1 ja a apt 
n log log n (log log n)?)  loglogn ` 7 log log n 


si n > N(e) para un N(e). Esto demuestra (b). 
Para demostrar (a) tomamos n > 1 y escribimos 


n 


e 7 ( es 5) = P,(n)P,(n) 


pln 
en donde 
1 
Pin)= JI (1-2), y P= TI (1-3) 
Ps bis p> ae 
Entonces 
34 P 1 a 1 a de 
dd id I] ( lll ea) 
p> logn 


en donde f(n) es el número de primos que dividen a n y exceden a log n. Como 


n>[[p> Il p> (08 m1” 


pin pin 
p> logn 


obtenemos logn > f(n)loglogn, por lo tanto f(n) < log n/log log n. Pero al ser 
1 — (1/log n) < 1, la desigualdad (34) nos da 


P 1 log n/ log logn 1 logn) 1/ log logn 
oo (1) al 


Ahora bien (1 — (1/u))* >e cuando u => oo luego el último miembro de (35) 
tiende a 1 cuando n > oo, Por lo tanto (35) nos da 
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P(n) > 1 + 0)1) cuando n— oo, 


Por consiguiente 





pl) = P,(n)P,(n) > (1 + o(1)) [I ( = >) > (1+o0(1) [I ( - >) 
pin p< logn 
p< logn 
c é 
sin > N(e). Esto demuestra la parte (a). O 


13.12 EXTENSIÓN DE LA DESIGUALDAD DE PÓLYA 
PARA SUMAS DE CARACTERES 


Terminamos este capítulo extendiendo la desigualdad de Pólya (teorema 8.21) 
a caracteres no principales arbitrarios. La demostración utiliza la estimación de la 
función divisor 


d(n) = O(n’) 


obtenida en (31). 


Teorema 13.15 Si y es un carácter no principal mod k, entonces, para todo 
x > 2, tenemos 


Y xm) = O(Yk log k). 


msx 


DEMOSTRACIÓN. Si y es primitivo, el teorema 8.21 demuestra que 


Y x(m) < Jk log k. 


msx 


Sea ahora y un carácter no principal arbitrario mod k y sea c el conductor de y. 
Entonces clk, c < k, y podemos escribir 


x(m) = Y(m)x (m) 
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en donde y, es el carácter principal mod k y y es un carácter primitivo mod c. 
Entonces 


Y ím= Y v= Y ym Y ud)= Y Y wav) 


m<x msx msx d|(m, k) m<x dik 


(m,k)= 1 pis 
= 2, Hd) 2, W(qd) = 2 mid)W(d) Y yig). 
qsx/d q<x/d 
Luego 
(36) 2 vo < yc log Y Indra)! 








ya que y es primitivo mod c. En esta última suma cada factor |u(d)p(d)| vale 0 6 1. 
Si lu(d)y(d) = 1 entonces |u(d)| = 1, luego d es un divisor de k sin factores cua- 
drados, es decir 


d = pipo: P, 


Además, |y(a)| = 1, luego (d, c) = 1, lo que significa que ningún factor primo p; di- 
vide a c. Luego cada p; divide a k/c, por lo tanto d divide a k/c. Con otras palabras 


Z uawa < E1=d(*)- o((+)) 


para cada 6 >0. En particular, d(k/c) = O(y kfc), luego (36) implica 


Y xm) = of ft yc log e) = O(/k log c) = O(/k log k). O 


msx 


Ejercicios del capítulo 13 


1. Chebyshev probó que, si y(x)/x tiende a un límite cuando x > co entonces este límite es igual 
a 1. Una demostración fue indicada ya en el ejercicio 4.26. Este ejercicio proporciona otra 
demostración basada en la identidad 
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C(s) 2 W(x) 
(37) “te S ; ri da, (o > 1) 
dada en el ejercicio 11.1(d). 
(a) Probar que (1 — s)(s)/U(s) > 1 cuando s> 1. 
(b) Sea ô = lim sup (y(x)/x). Dado e > 0, elegimos N = N(e) tal que x> N implique y(x) < 
x>00 a 
< (ô + e)x. Tomamos s real, 1 < s< 2, descomponemos la integral de (37) en dos par- 
tes, [Y + f5$?, y acotamos cada parte a fin de obtener la desigualdad 


o(s) s(6 + e) 
-yg + Ti 





en donde C(e) es una constante independiente de s. Utilizar (a) para deducir que 6> 1. 
(c) Sea y = lim inf (y(x)/x) y utilizar un razonamiento análogo para deducir que y< 1. 
x>0O00 
Por consiguiente, si y(x)/x tiende a un límite cuando x—> oo, entonces y = ô = 1, 


2. Sea A(x) = >n<xa(n), en donde 


0 .si n# una potencia de primo, 


a(n) = 4 1 

k sin = pr. 
Probar que A(x) = a(x) + O(Y x log log x). 

3. (a) Si c> 1 y xÆ entero, probar que, si x > 1, 


L [toga ds = mo) + E nat) + Em) + 
dis g C(s > s = n(x 5 x qa à 


(b) Probar que el teorema del número primo es equivalente a la relación asintótica 


1 + oí xs x 
-= | log ¿(s) —ds ~ — cuando x—> oo, 
28 e s log x 


Una demostración del teorema del número primo basada en esta relación fue establecida. 
por Landau en 1903. 

4. Sea M(x) = >n<x H(n). Se desconoce el orden exacto de magnitud de M(x) para x grande. 
En el capítulo 4 probábamos que el teorema del número primo es equivalente a la relación 
M(x) = o(x) cuando x— oo. Este ejercicio relaciona el orden de magnitud de M(x) con la 
hipótesis de Riemann. 

Suponemos que existe una constante positiva 6 tal que 


M(x) = O(*) para x> 1. 


Probar que la fórmula 
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1 f M(x) de 


xs+l 


ON 


que es válida para o > 1 (ver ejercicio 11,1(c)) también es válida para o > 0. Deducir que 
¢(s) Æ 0 para o > 0. En particular, esto prueba que la relación M(x) = O(x1/2+8) para cada 
e > 0 implica la hipótesis de Riemann. También se puede demostrar que la hipótesis de Rie- 
mann implica M(x) = O(x*/2*e) para cada e > 0. (Ver Titchmarsh [69], p. 315.) 

5. Probar el siguiente lema, que es análogo al lema 2. Sea 


A,(x) = f: AU ae, 
1 


u 


en donde A(u) es una función creciente no negativa para u> 1. Si, para un c > 0 y un L > 0, 
tenemos la fórmula asintótica 


A(x) ~ Lx* cuando x > 00, 
entonces es 
A(x) ~ cLx* cuando x > 00. 


6. Probar que 


1 Pare 
=f zds=0 si0<y<l. 
2ni = oe Se 


¿Cuál es el valor de esta integral si y> 1? 


7. Expresar 
1 f + 001 x$ E o) de 
2ni 2-oi s C(s) 
como una suma finita que contenga a A(n) 
8. Sea y un carácter cualquiera de Dirichlet mod k y x, el carácter principal. Definimos 


, , 


E L iE 
F(a, t) = 3 — Le x) +4> Le + it, x) +> [e + 2it, x°). 
Si o > 1, probar que F(o, t) tiene parte real igual a 


o 





=i 4 nin” aity 
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y deducir que Re F(o, t)< 0. 
9. Suponemos que L(s, y) tiene un cero de orden m> 1 en s= 1 + it. Probar que, para 
este f, tenemos: 


’ 


E 
(a) e + it, x)= = + 0(1) cuando o—>1 +, 


(b) existe un entero r= 0 tal que 


, 


L r 
— (0 + 2it, x?) = —— + O(1) cuando o—>1 +, 
L o-1 

excepto cuando x? = y, yt=0. 
10. Utilizar los ejercicios 8 y 9 para demostrar que 


L(1+i,0%0 para todo real 1 si 774 %ı 


y que 
L(1 + it, 1) 40 Para todo real 14 0 si y? = %1. 


[Indicación: Considerar F(o, t) cuando o—> 1 +.] 
11. Para toda función aritmética f(n), probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes: 


(a) f(n) = O(n) para cada e > 0 y todo n> nm. 
(b) f(n) = o(nô) para cada 6 > 0 cuando n— co, 


12. Sea f una función multiplicativa tal que, si p es primo, entonces 
F(p")>0 cuando p™—> co 


Es decir, para cada e > 0, existe un M(e) tal que | f(p™)| < e si p™ > N(e). Probar que f(n) > 0 
cuando n—> oo, 


[Indicación: Existe una constante A > 0 tal que | f(p™)| < A para todo primo p y todo m > 0, 
y una constante B> 0 tal que |f(p™)| < 1 si p” > B.] 
13. Si «> 0, sea og(n) = > ajn de. Probar que, para cada 6 > 0, tenemos 


an) = o(n***) cuando n—> oo. 


[Indicación: Utilizar el ejercicio 12.] 


Capítulo 14 
Particiones 


14.1 INTRODUCCIÓN 


Hasta ahora este libro ha tratado principalmente de la teoría multiplicativa de 
números, un estudio de las funciones aritméticas relacionadas con la descomposición 
de enteros en factores primos. Ahora se vuelve hacia otra rama de la Teoría de 
números llamada teoría aditiva de números. Un problema básico en este contexto 
consiste en expresar un entero positivo dado n como suma de los enteros de un 
cierto conjunto A, dado de antemano, 


A == Lar Ads odo 


en donde los elementos a; son números especiales tales como primos, cuadrados, 
cubos, números triangulares, etc. Cada representación de n como suma de elementos 
de A se llama partición de n y nos interesa la función A(n) que cuenta el nú- 
mero de particiones de n en sumandos de A. Ilustraremos el problema con algunos 
ejemplos famosos. 


Conjetura de Goldbach. Todo número par n > 4 es suma de dos primos impares. 


En este ejemplo A(n) es el número de soluciones de la ecuación 


(1) w= Py +.Das 
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en donde los p; son primos impares. La afirmación de Goldbach es que A(n) > 1 
para todo, par n > 4. Esta conjetura data de 1742 y, en esta fecha, quedó sin de- 
cidir. En 1937 el matemático ruso Vinogradov probó que cada entero par suficien- 
temente grande es la suma de tres primos impares. En 1966 el matemático chino 
Chen Jing-run demostró que cada número par suficientemente grande es la suma de 
un primo más un número que no posee más de dos divisores primos. (Ver [10].) 


Representación por cuadrados. Para un entero dado k > 2 consideramos la 
función de partición r,(n) que cuenta el número de soluciones de la ecuación 


(2) n=x +t xX, 


en donde los x; pueden ser positivos, negativos o nulos, y el orden de los sumandos 
se toma de acuerdo con el orden creciente de su valor. 


Para k = 2,4,6 6 8, Jacobi [34] expresó r,(n) en términos de las funciones 
divisor. Por ejemplo, demostró que 


r2(n) = 4(d,(n) — da(m)), 


en donde d,(n) y d,(n) son el número de divisores de n congruentes con 1 y 3 mod 4, 
respectivamente. Entonces, r.(5) = 8 puesto que ambos divisores, 1 y 5, son con- 
gruentes con 1 mod 4. De hecho existen cuatro representaciones dadas por 


5 = 2? + 1? =(-22 + 1? = (—2)? + (-1)? =2 + (-1), 


y otras cuatro con el orden de los sumandos invertido. 
Para k = 4 Jacobi probó que 


r4(n) = Y d = 80(n) Sin es impar, 
din 


=2 Y d 


din i 
dima si n es par. 


Las fórmulas para rg(n) y rg(n) son algo más complicadas pero del mismo tipo 
general. (Ver [14].) 
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Se han obtenido hasta el momento fórmulas exactas para k = 3, 5, ó 7; con- 
tienen la extensión de Jacobi del símbolo de Legendre para restos cuadráticos. Por 
ejemplo, si n es impar sabemos que 


ram) =24 Y (min) sin =1 (mod 4) 


msn/4 


=8 Y (mln) sif=3 (mod 4), 


msn/2 


en donde ahora los números x, X,, X3 de (2) se han tomado primos entre si. 

Para valores grandes de k, el análisis de r,(n) es considerablemente más com- 
plicado. Existe mucha literatura sobre este tema con contribuciones de Mordell, 
Hardy, Littlewood, Ramanujan, y muchos otros. Para k > 5 sabemos que r,(n) se 
puede expresar mediante una fórmula asintótica de la forma 


(3) rn) = p(n) + Ryn), 


en donde p,(n) es el término principal, dado por la serie infinita 


pm) = = 
n= q=1 h=1 q 
(5) (h,9)=1 


k/2,k/2-1 œ q y NE 
Tn G(h; 2) e- 2ninh/q 
, 


y R,(n) es un resto de orden menor. La serie de p,(n) se llama serie singular y 
los números G(h; q) son las sumas cuadráticas de Gauss, 


q P 
G(h; q) = PA e? rihr?lg, 
r=1 
En 1917, Mordell observó que r;(n) es el coeficiente de x” en el desarrollo en Serie 


de la k-ésima potencia de la serie 


G=1+2>) 2: 


n=1 


La función 9 se halla relacionada con las funciones modulares elípticas que juegan 
un papel realmente importante en la obtención de (3). 
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Problema de Waring. Determinar si para un entero positivo dado k, existe un 
entero s (que dependa sólo de k) tal que la ecuación 


(4) n=xP+x +. +x 


tenga soluciones para cada n > 1. 


El problema se conoce con el nombre del matemático inglés E. Waring que 
estableció en 1770 (sin demostración y con limitada evidencia numérica) que cada 
n es la suma de 4 cuadrados, de 9 cubos, de 19 cuartas potencias, etc. En este ejem- 
plo la función de partición A(n) es el número de soluciones de (4), y el problema 
consiste en decidir si existe un número s tal que A(n) > 1 para todo n. 

Si s existe para un k dado entonces existe un mínimo valor de s y éste se de- 
signa g(k). Lagrange probó la existencia de g(2) en 1770 y, en los 139 años siguientes, 
se probó la existencia de g(k) para k = 3, 4, 5, 6, 7, 8 y 10. En 1909, Hilbert de- 
mostró la existencia de g(k) para todo k mediante un argumento inductivo pero 
no determinó su valor numérico para cualquier k. Actualmente se conoce el valor 
exacto de g(k) para cada k excepto para k = 4, Hardy y Littlewood hallaron una 
fórmula asintótica para el número de soluciones de (4) en términos de una serie 
singular análoga a la de (3). Para una reseña histórica del problema de Waring, ver 
W. J. Ellison [18]. 


Particiones no restrictivas 


Uno de los problemas fundamentales en la teoría aditiva de números es el de 
las particiones no restrictivas. El conjunto de los sumandos consta de todos los 
enteros positivos, y la función de partición que se estudia es el número de formas 
en que podemos descomponer n como suma de enteros positivos < n, esto es, el 
número de soluciones de 


(5) Bitty sb hyper 


El número de sumandos no se halla sometido a ninguna restricción, se permite 
repetir sumandos, y el orden de los sumandos no se toma en cuenta. La función 
de partición correspondiente se designa p(n) y se llama función de partición no 
restrictiva, o simplemente función de partición. Los sumandos se llaman partes. 
Por ejemplo, existen exactamente cinco particiones de 4, dadas por 


4=34+1=24+2=2+1+1=1+1+13+1, 
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luego p(4) = 5. Análogamente, p(5) =7, siendo las particiones de 5 


5=44+1=34+2=3+14+1=24+2+1=2+1+1+1 
=1+1+1+1+1 


El resto de este capítulo lo dedicaremos al estudio de p(n) y de funciones relacio- 
nadas. 


14,2 REPRESENTACIÓN GEOMÉTRICA DE LAS PARTICIONES 
Existe un método simple para representar particiones geométricamente utilizando 


una disposición de puntos reticulares que llamaremos grafo. Por ejemplo, la par- 
tición de 15 dada por 


6+3+3+2+1 


se puede representar por medio de 15 puntos colocados en cinco filas tal como 
sigue: 


Si leemos este grafo verticalmente obtenemos otra partición de 15, 
i+r4+r3+ 14141 


Estas dos particiones son conjugadas. Nótese que la parte más larga de una de 
ellas es igual al número de partes de la otra. Entonces.tenemos el teorema que sigue. 


Teorema 14,1 El número de particiones de n en m partes es igual al número 
de particiones de n en partes tales que la mayor sea m. 


Se pueden demostrar muchos teoremas combinando simplemente argumentos 
que involucren grafos, y más adelante daremos una ilustración muy bonita de este 
método. Sin embargo, los resultados profundos de la teoría de las particiones re- 
quiere un tratamiento analítico más profundo, al que ahora vamos a dedicarnos. 
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14.3 FUNCIONES GENERADORAS DE PARTICIONES 


Una función F(s) definida por una serie de Dirichlet F(s) = > f()n~ se llama 
función generadora de los coeficientes f(n). Las series de Dirichlet son útiles 
para generar funciones en la teoría multiplicativa de números en virtud de la re- 
lación 

n~m = (nm) *. 
En la teoría aditiva de números es más conveniente generar funciones utilizando 
su representación en serie de potencias, 


F(x) = Y f(n)x" 


ya que x"x” = x"+", El teorema que sigue pone de manifiesto una función gene- 
radora de la función de partición p(n). 


Teorema 14.2 Euler. Para |x| < 1 tenemos 





00 1 00 
m= 2, p(nx”, 
m=1 | =$ n=0 


en donde p(0) =1. 


DEMOSTRACIÓN. En primer lugar damos una deducción formal de esta iden- 
tidad, ignorando las cuestiones de convergencia, y después damos una demostra- 
ción más rigurosa. 

Si cada factor del producto lo desarrollamos en serie de potencias (una 
serie geométrica) obtenemos 


1 


Ter MUA e O HxH 





8 


n 
m 


n 
Ahora multiplicamos las series de la derecha, tratándolas como si fuesen polino- 


mios y agrupándolas según las potencias de x a fin de obtener una serie de poten- 
cias de la forma 


1+ Y alk). 
k=1 
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Queremos demostrar que a(k) = p(k). Suponemos que hemos tomado el término 
x' de la primera serie, el término x?* de la segunda, el término x®* de la tercera, ..., 
y el término x”*m de la m-ésima, en donde cada k; > 0. Su producto es 


xr 3 UNE x "km mi A 


en donde 


k= k; + 2k, + 3k3 +--+ + mkm. 
Este resultado se puede escribir también como sigue: 


k=(1+1+--+1+(Q04+2+-+2++:-+(m+m2+--»-+m), 


en donde el primer paréntesis contiene k, unos, el segundo k, doses, y así sucesi- 
vamente. Esta es una partición de k en sumandos positivos. Entonces, cada par- 
tición de k producirá uno de los términos x* y, recíprocamente, cada término x* 
procede de una partición conveniente de k. Por consiguiente a(k), el coeficiente 
de x*, es igual a p(k), el número de particiones de k. 

El razonamiento anterior no constituye una demostración rigurosa ya que se 
han ignorado las cuestiones de convergencia y además hemos multiplicado conjun- 
tamente una infinidad de series geométricas, tratándolas como si fuesen polino- 
mios. Sin embargo no es difícil transformar las ideas anteriores en una demostra- 
ción rigurosa. 

A este fin imponemos que x pertenezca al intervalo 0 < x< 1 e introducimos 
dos funciones, 


m 1 co 


Falo) = li» y Fe)= II ¿ = lim F,,(x). 


TTE ka rer Le moo 








El producto que define F(x) converge absolutamente si 0 < x < 1, puesto que su 
inversa Ma — x*) converge absolutamente (ya que la serie > x” converge abso- 
lutamente). Obsérvese además que, para cada x fijo, la sucesión {F,,(x)} es creciente 
puesto que 


Fes) = pet Falo) 2 Flo) 
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Luego F,,(x) < F(x) para cada x fijo, 0 < x< 1, y cada m. Pero F,,(x) es el pro- 
ducto de un número finito de series absolutamente convergentes. Por consiguiente 
también ella será una serie absolutamente convergente que podemos escribir en 
la forma 


F,,(x) = 1+ Spt 
k=1 


Aqui pm(k) es el número de soluciones de la ecuación 
k=k, + 2k, +--+ + mkm. 


Con otras palabras, p,,(k) es el número de particiones de k en partes que no exce- 
den m. Si m= k, entonces pm(k) = p(k). Por consiguiente, en todos los casos, 
tenemos 


Pm(k) < p(k) 


con igualdad cuando m = k. Con otras palabras, tenemos 


lim pa(k) = p(k). 


m~ co 


Ahora descomponemos las series relativas a F,,(x) en dos partes, 


Felx) = Fo palit Y pldt 
k=0 k=m+1 


= F p(k)x* + y Pmkk)x*.: 
k=0 1 


k=m+ 
Puesto que x > 0 tenemos 


y p(k)x* < F,,(x) < F(x). 
K=0 


Ello demuestra que la serie >£°, p(k)x* converge. Sin embargo, puesto que pm(k) < 
< p(k), tenemos 
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co 00 
Y Pm(k)x* < Y p(k)x* < F(x) 
k=0 k=0 
luego, para cada x fijo, la serie > pm(k)x* converge uniformemente en m. Si hace- 
mos que m —> oo obtenemos 
00 00 


F(x) = lim F,,(x) = lim Y p,(k)x* = y lim p,(x)x* = Y p(k)x*, 
k=0 m>% 


m= 00 m=>=0o k=0 k=0 


que demuestra la identidad de Euler para 0 < x< 1. Por prolongación analítica 
la extendemos al disco unidad |x| < 1. 


Tabla 14.1 Funciones generadoras 


El número de particiones 





Función generadora de n en partcs que son 
ll 1 ‘ 
ae impares 

Poy ; x?™ 1 

Eso 1 

I Si pares 
m=1 dE 

> 1 

cuadrados 


m=1 1 — x" 


1 


I Task primos 

0 

IT @ +x") desiguales 
m=1 

00 

TT (1 +x") impares y desiguales 
m=1 

TG +? pares y desiguales 
m=1 

0 

Ta +x) cuadrados diferentes 
m=1 


TA + x?) primos diferentes 
Pp 
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Mediante razonamientos análogos podemos obtener funciones generadoras de 
muchas otras funciones de partición. En la tabla 14.1 mencionamos sólo algunos 
ejemplos. 


14.4 EL TEOREMA DE EULER DE LOS NÚMEROS 
PENTAGONALES 


A continuación consideramos la función de partición generada por el producto 
na — x”), inversa de la función generadora de p(n). Escribimos 


(1 -— x")=1+ Y dih. 


1 n=1 


]8 


Para expresar a(n) como una función de partición observamos que cada partición 
de n partes desiguales produce un término x” en el segundo miembro con 
coeficiente + 1 o — 1. El coeficiente es + 1 si x" es el producto de un número 
par de términos, y — 1 en los demás casos. Por consiguiente, 


a(n) = p(n) — p,(n), 


en donde p,(n) es el número de particiones de n en un número par de partes desigua- 
les, y py(n) es el número de particiones en un número impar de partes desiguales. 
Euler demostró que p,(n) = p(n) para todo n excepto para los que pertenecen a 
un conjunto especial llamado de los números pentagonales. 

Los números pentagonales 1, 5, 12, 22, ... ya fueron mencionados en la intro- 
ducción histórica. Están relacionados con los pentágonos dibujados en la figura 14.1. 


E e. 


1 1+4=5 1+4+7=12 1+4+7+10=22 


Figura 14,1 
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Estos números son también las sumas parciales de los términos de la progresión 
aritmética 


LAT 10) 1300030 bli 
Si w(n) designa la suma de los n primeros términos de esta progresión entonces 


con) = Sr + 2 SE > 4 


k=0 
Los números w(n) y w(— n) = (3n? + n)/2 se llaman números pentagonales. 


Teorema 14.3 Teorema de los números pentagonales de Euler. Si |x| <1 
tenemos 


Ls] 
[|0 - x") = 1- x- x? txt tx? L xt? xt H 
m=1 


=1+ SF (Hyer += E (aya, 


n=1 n=-00 


DEMOSTRACIÓN. Primero probaremos el resultado para 0 < x < 1 y después 
lo extenderemos al disco |x| < 1 por prolongación analítica. Definimos Py) = Sy = 1 
y, para n > 1, consideramos 


P. = Ila — x’) y $ =14 Y (= ype Si xen), 


r=1 r=1 


El producto infinito Ha — x”) converge, luego P,, > la — x”) cuando n > oo, 
Probaremos (utilizando el método de Shanks [63]) que 


(6) [S.:— Ps). <inxt*4, 


Puesto que nx"*+1-—-0 cuando n-> oo esto prueba la identidad de Euler para 
Os HEI. 
Para probar (6) consideramos g(r) = r(r + 1)/2 e introducimos las sumas 
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sT (- We xrntalr) 


r=0 


En primer lugar probaremos que F, es una forma disfrazada de S,. Es facil com- 
probar que F; = S, = 1 — x — x°. Por consiguiente, si vemos que 


Fem F,-1 Sa — Sa-i o que PS @ Fri S24 


habremos demostrado que, para todo n > 1, Fa = S,. Ahora bien 


Fa — F,-1 = byge — Toi Pri om 1) +900), 


P, 


En la primera suma escribimos P, = (1 — x”)P,,-, y separamos el término con r = n. 
Entonces distribuimos la diferencia 1 — x” y obtenemos 


n-1 
F, — F,-1 = (-1yx0?+0m de 2 e 
=0 r 


"A Tei Anal (rt in alr) _ Fel Pri xrin= 1) +a), 


P, r=0 P, 


Ahora combinamos la primera y la tercera suma y observamos que el término con 
r= 0 se anula: En el segundo sumando desplazamos los índices y obtenemos 


F, — F,-, =(-1)x n?+g(n) y To jy Pama xr +90 — 1) 


P, 


dad Py 1 Pa-1 1 xto- 1) 


r=1 Pr 1 


Pero (x" — 1)/P, = — 1/P,-, y r(n — 1) + g(r) = rn + g(r — 1) luego los dos úl- 
timos sumandos se anulan término a término excepto para el término con r =n 
de la segunda suma. Así, obtenemos 


Fy — Fp-1 (It + (ten, 
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Pero 


MED o-n) y n+ gln- 1) = ol 


n? + g(n) =n? + 


luego 


Ey = Fy... = =1y 1x0 + E) = Sa — S,-1 


y entonces F, = S, para todo n > 1. En la suma que define F, el primer término 
es P, luego 


(7) F, = P, + D-r ala 
r=1 


r 


Obsérvese que 0 < P,/P, < 1 yaque0 < x < 1. Además, cada factor x™+9() < "+, 
luego la suma de la derecha de (7) está acotada superiormente por nx”+, Por con- 
siguiente |F, — P,| < nx"*! y, dado que F, = Sp, esto demuestra (6) y termina la 
demostración de la identidad de Euler. 


14.5 DEMOSTRACIÓN COMBINATORIA DEL TEOREMA 
DE LOS NÚMEROS PENTAGONALES DE EULER 


Euler demostró su teorema de los números pentagonales por inducción en 1750. 
Más tarde Legendre en 1830 y Jacobi en 1846 obtuvieron otras demostraciones. 
Esta sección describe una demostración combinatorial realmente notable dada por 
F. Franklin [22] en 1881. 

Ya hemos observado que 


(= x)= 1 + È fae) — psx, 


is 


1 


en donde p,(n) es el número de particiones de n en un número par de partes des- 
iguales, y p,(n) es el número de particiones de n en un número impar de partes 
desiguales. Franklin utilizó la representación gráfica de las particiones mediante 
puntos reticulares para demostrar que existe una correspondencia uno a uno entre 
las particiones de n en un número par de partes desiguales y las particiones de n 
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en un número impar de partes desiguales, de modo que p,(n) = p,(n), excepto 
cuando n es un número pentagonal. 

Consideremos el grafo de una partición de n partes desiguales. Decimos que 
el grafo se halla en forma estándar si las partes se colocan en orden decreciente, 
tal como ilustra el ejemplo de la figura 14.2. La longitud del segmento rectilíneo 
que contiene los puntos de la última fila se llama la base del grafo, y el número 
de puntos reticulares de la base se designará por b. Luego, b = 1. El segmento 
rectilineo más largo de 45° de inclinación que une el último punto de la primera fila 
con otros puntos del grafo se denomina rampa del grafo, y el número de puntos 
reticulares que se hallan sobre la rampa se designa por s. Luego s > 1. En la figu- 
ra 14.2 tenemos b = 2 y s = 4. 

Ahora definimos dos operaciones A y B en este grafo. La operación A mueve 
los puntos de la base de forma que pertenezcan a una recta paralela a la rampa, 





“—— Pendiente (s = 4) 


E Base (b = 2) 


Figura 14.2 


tal como se indica en la figura 14.3(a). La operación B mueve los puntos de la 
rampa de forma que pertenezcan a una recta paralela a la base, tal como se 
indica en la figura 14.3(b). Decimos que una operación es permisible si preserva 
la forma standard del grafo, es decir, si el nuevo grafo tiene también las partes 
desiguales colocadas en orden decreciente. 





e o eee 
ee eee 
e oè eee 
e o eee 
_ — 
o-.-.-0 
(a) Operación A (b) Operación 8 
Figura 14.3 


Si A es permisible obtenemos una nueva partición de n en partes desiguales, 
pero el número de partes es una unidad menor que antes de efectuar la operación A. 
Si B es permisible obtenemos una nueva partición en partes desiguales, pero el 
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número de partes de n es una unidad mayor que antes. Por consiguiente, si para 
cada partición de n exactamente una de las operaciones A o B es permisible, existe 
una correspondencia uno a uno entre particiones de n en partes desiguales en nú- 
mero par e impar, es decir p,(n) = p,(n) para dicho n. 

Para determinar cuando A y B son permisibles consideramos tres casos: (1) 
bea CA E) :O > 5 


Caso I: Si b < s, entonces b < s — 1, luego la operación A es permisible, pero 
la B no porque destruye la forma estándar. (Ver figura 14.3.) 

Caso 2: Si b = s, la operación B no es permisible ya que el grafo que resulta 
no se halla en forma estándar. La operación A es permisible excepto cuando la 
base y la rampa se intersecan como muestra la figura 14.4(a), en cuyo caso el nue- 

grafo no se halla en forma estándar. 

Caso 3: Si b> s, la operación A no es permisible, mientras que la B es permisi- 
ble excepto si b = s + 1 y la base y la rampa se intersecan, como muestra la figura 
14.4(b). En este caso el nuevo grafo tiene dos partes iguales. 





(a) h=s (b) hb=s+1 

Figura 144 Ni A ni B son permisibles 
Por consiguiente, exactamente una de las operaciones A o B es permisible, con 
las dos excepciones arriba indicadas. Consideremos en primer lugar el caso excep- 


cional indicado en la figura 14.4(a) y supongamos que el grafo posee k filas. 
Entonces también b = k, luego el número n se obtiene por 


P AN 
n= k+ (k+ 1+ + Ok 1)= E =o, 


Para esta partición de n tenemos una partición extra en partes pares si k es par, 
y una partición extra en partes impares si k es impar, es decir 


pen) — p(n) = (— 1). 


En el otro caso excepcional, indicado en la figura 14.4(b), existe un punto reticular 
adicional en cada fila o sea 


394 Particiones 








3k? — k 3k? +k 
i= +k= 


2 i 


y de nuevo p.(n) — p,(n) = (— 1)*. Esto termina la demostración de Franklin de 
la identidad de Euler. 


14.6 FÓRMULA RECURSIVA DE EULER PARA p(n) 


Teorema 14.4 Sea p(0) =1 y definamos p(n) igual a 0 si n <0. Entonces, 
para n > 1, tenemos 


(8) p(n) — p(n — 1) — p(n — 2) + pln — 5) + pn — 7) + -+ = 0, 


o bien, lo que es lo mismo, 


p(n) = Fe p(n — al) + pln — ok). 


DEMOSTRACION. Los teoremas 14.2 y 14.3 nos dan la identidad 
00 co 
(i + Y (-1){x° + aan )( pm") = 1, 
k=1 m=0 


Sin > 1, el coeficiente de x" de la derecha es 0, luego inmediatamente obtenemos (8) 
igualando coeficientes. O 


MacMahon utilizó esta fórmula recursiva para calcular p(n) hasta n = 200. 
Damos algunos valores muestra de esta tabla. 


p(1) = 1 
p(S5) = 7 
p(10) = 42 
p(15) = 176 


p(20) = 627 
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p(25) = 1958 
p(30) = 5 604 
p(40) = 37 338 
p(50) = 204 226 


p(100) = 190 569 292 
p(200) = 3 972 999 029 388 


Estos ejemplos indican que p(n) crece muy rápidamente con n. El mayor valor 
de p(n) calculado es p(14 031), y es un número con 127 dígitos. D. H. Lehmer [42] 
calculó este número para comprobar una conjetura de Ramanujan que afirma que 
p(14031) =0 (mod 11%). Esta afirmación resultó correcta. Es obvio que para 
calcular este valor de p(n) no se utilizó la fórmula dada en (8). En su lugar, Lehmer 
utilizó una fórmula asintótica de Rademacher [54] que implica 


Pr si 
n) ~ —= 
4n WE cuando n —> oo, 


en donde K = (2/3). Para n = 200 la cantidad de la derecha es aproximada- 
mente 4 x 10 que es notablemente próxima al valor de p(200) dado en la tabla 
de MacMahon. 

En la continuación de este volumen daremos una deducción de la fórmula asin- 
tótica de Rademacher de p(n). La demostración requiere una preparación considera- 
ble en la teoría de las funciones modulares elípticas. En la sección siguiente se da 
una cota superior de p(n) que involucra la exponencial eX" y que se puede obtener 
con un esfuerzo relativamente pequeño. 


14,7 UNA COTA SUPERIOR PARA p(n) 


Teorema 14.5 Si n> 1, tenemos p(n) < eX", en donde K = x(2/3)"?. 


DEMOSTRACION. Sea 
F(x) = na -=x)Y!*=1+ Y p(k)x*, 
n=1 k=1 


y restrinjamos x al intervalo 0 < x < 1. Entonces tenemos p(n)x" < F(x), de donde 
obtenemos log p(n) + nlog x < log F(x), luego 
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1 
(9) log p(n) < log F(x) + n log y 


Determinamos mayorantes de los términos log F(x) y de n log (1/x) separadamente. 
Primero escribimos 


log F(x) = —log Ta —x")= =F logit — x= y o — 


n=1 n=1m=1 M 
co 1 ao ne 00 1 ye 
= A mid — x™ 


Dado que tenemos 


1 — x” 





=1L+xtx%>4---+ "74, 
1-x 


y que 0< x< 1, podemos escribir 


mx™ L< 





y por tanto 


m1 — x)_ 1-~x <" -x 
x x” x” 


Si invertimos y dividimos por m obtenemos 


A x et x" gd x 
mi=x"mi=x""m*1-x' 


Sumando respecto de m obtenemos 


log F(x) = TAS TER AA 
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en donde 





Obsérvese que ¢ varía de oo a 0 positivamente cuando x varia de 0 a 1. 
Ahora mayoramos el término n log (1/x). Para t >0 tenemos log (1 + t) < t. 
Pero 


l=x 1 1 
1+t=1+—=.-, | = 
+ + sn =i uego log ~ <t. 


Ahora bien 


l 2 
(10) log p(n) < log F(x) + n log = < = + nt. 


El mínimo de (x?/6t) + nt se obtiene cuando ambos términos son iguales, esto es, 
cuando 2?/(61) = nt, o bien t = 2/|/ 6n. Para este valor de ¢ tenemos 


log p(n) < 2nt = 2nn/,/6n = K /n 


luego p(n) < eXV", como asegurábamos. o 


Nota. J.H. van Lint [48] demostró que con un poco más de esfuerzo podemos 
obtener la desigualdad más precisa 


K,yn 
11 so GA 
(11) p(n) < Tea = 1) 


Como p(k) > p(n) si k > n, tenemos, si n > 1, 


para n >l. 


F(x) > Y plk)x! > on) 52 = sa all 
k=n k=n 1 =x 


Tomando logaritmos obtenemos, en vez de (9), la desigualdad 


1 
log p(n) < log F(x) + n log z + log(1 — x). 
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Pero, al ser 1 — x = tx, tenemos log (1 — x) = log t — log (1/x), luego (10) se 
puede substituir por 


2 
(12) log p(n) < = + (n — 1)t + logt. 


Un cálculo fácil con derivadas prueba que la función 


n? 
f= gtt- 1): + logt 


tiene un mínimo en 


z —1 + 1 + [4(n — 1)n?/6] 


: An = 1) 


Utilizando este valor de ¢ en (12) y despreciando términos insignificantes ob- 
tenemos (11). 


14.8 IDENTIDAD DEL TRIPLE PRODUCTO DE JACOBI 


Esta sección describe una identidad famosa de la teoría de la función zeta debi- 
da a Jacobi. El teorema de los números pentagonales de Euler y muchas otras 
identidades con particiones se obtienen como casos especiales de la fórmula de 
Jacobi. 


Teorema 14.6 Identidad del triple producto de Jacobi. Para x y z complejos 
con |x| < 1 y z 4 0 tenemos 


m=-00 


(13) [LO — x29 + x12) Y man, 
n=1 


DEMOSTRACIÓN. La restricción a |x| < 1 nos asegura la convergencia absoluta 
de cada uno de los productos [| (1 — x"), [] (1 + x-2), [](1 + x%22), y de 
la serie de (13). Además, para cada x con |x| < 1, la serie y los productos con- 
vergen uniformemente sobre subconjuntos compactos del z-plano siempre que no 
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contengan a z = 0, por lo que cada miembro de (13) es una función analítica de z 
para z # 0. Para z 4 0 fijo,la serie y los productos también convergen uniforme- 
mente para |x| < r < 1, luego representan funciones analíticas de x en el disco 


|x| < 1. 
Para probar (13) fijamos x y definimos F(z) para z # 0 por la ecuación 


%0 

(14) FQ = [0 parte + 1222 
n=1 

En primer lugar vemos que F satisface la ecuación funcional 


(15) x2?F(xz) = F(z). 


De (14) obtenemos 


F(xz) = [[(1 +21 412-373) 
n=1 


%0 00 
= [] (1 + x2"-222) [][ (1 + x?=*272), 
m=2 r=0 


Puesto que xz? = (1 + xz?)/(1 + xz), la multiplicación de la última ecuación 
por xz? da (15). 
Ahora sea G(z) el miembro de la izquierda de (13), o sea 


(16) G(z) = Fe) TT — x?"), 
n=1 


Entonces G(z) también satisface la ecuación funcional (15). Además, G(z) es una 
función par de z que es analítica en todo z % 0, luego admite un desarrollo de 
Laurent de la forma 


-(17) G)= Y anz?" 


m=- «0 


en donde a-m = 4, ya que G(z) = G(z-). (Los coeficientes a,, dependen de x.) 
Utilizando la ecuación funcional (15) en (17) obtenemos que los coeficientes satis- 
facen la fórmula recursiva 
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que, al iterarla, nos da 


Am = ao X"? para todo m > 0 


ya que 1 +3 + ... + (2m — 1) = m?. Este resultado se verifica también para 
m < 0. Luego (17) se transforma en 


(18) Gz) = aglx) Y xz, 


en donde hemos escrito G,(z) en vez de G(z) y ay(x) en vez de a, para indicar la 
dependencia de x. Observamos que (18) implica que a(x) —- 1 cuando x > 0. Para 
terminar la demostración debemos probar que a(x) = 1 para todo x. 

Si hacemos z = e”'* en (18) obtenemos 





G (er i/4) 00 š 00 a 
(19) =— = xi" = — 1px" 
do(x) m 2 œ% n 2 y 
ya que i” = — i™ si m es impar. De (18) deducimos que la serie de la derecha 


de 19 es Gu(i)/ay(x*) de donde se sigue la identidad 


G(e"*) _ G,di) 


20 - 
mm A(x) — dg(x*)’ 








A continuación probamos que G,(e*'/*) = G,.(i). En efecto, (14) y (16) nos dan 


G,(e"’*) — Ta ES x?"\(1 + es), 


n=1 


Como cada número par es de la forma 4n o 4n —2 tenemos 


ra a: raed | = ña = x*)(1 = que.) 
n=1 n=1 
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luego 
G,(e""'*) cas ra = x*")(1 PePe; x*"-2)\(1 + gema) = da a xm(1 ui ges) 
n=1 n=1 
= [10 — 90 — x41 — xë”) = Gai). 
n=1 


Por lo tanto (20) implica ay(x) = ay(x*). Si substituimos x por x4, x, ..., obte- 
nemos 
a(x) = ao(x*") para k = 1,2,... 
Pero x** =-0 cuando k > œ y a(x) —-1 cuando x— 0, luego a(x) =1 para 
todo x. Esto completa la demostración. D 
14.9 CONSECUENCIAS DE LA IDENTIDAD DE JACOBI 
Si substituimos x por x° y z? por x” en la identidad de Jacobi obtenemos 
a ni xn) (J + greet El $ 4h = D x tbm 
n=1 m=-0 
Análogamente, si z? = — x? obtenemos 
00 00 
Ta en Ed | nen E A o s ii) = y (IP 
n=1 m=-=00 


Para obtener el teorema de los números pentagonales de Euler hacemos simple- 
mente a = 3/2 y b = 1/2 en esta última igualdad 


La fórmula de Jacobi conduce a otra fórmula importante para el cubo del 
producto de Euler. 


Teorema 14.7 Si |x| <1 tenemos 


Q1) da - x" = y (—1)"mx'? +2 = Y (12m FE 1)x 0"? + m2, 


n=1 m=- %0 m=0 
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DEMOSTRACIÓN. Substituimos z? por — xz en la identidad de Jacobi y obte- 
nemos 


8 


(1 i) x?")(1 = x?"z)(1 = > li: a Di y (=p t = ge» 
1 


n m=0 


Ahora reordenamos los términos de ambos miembros, utilizando las relaciones 


ña ik li ÉL n (1 eS 3 a == > dle ) 


n=1 n=1 


z" — z7™ l = (1 — 21 +z! +z? ee +2 22". 
Anulando el factor 1 —z"* obtenemos 


(1 — x?")(1 — x?"2)(1 — x?"27 1) 


8 


n=1 


Se X (=1) tni + e Ao e 


m=0 


Si hacemos z = 1 y substituimos x por x"? obtenemos (21). O 


14.10 DIFERENCIACIÓN LOGARITMICA DE 
FUNCIONES GENERADORAS 


El teorema 14.4 da una fórmula recursiva de p(n). Existen otros tipos de fórmulas 
recursivas de funciones aritméticas que se pueden obtener por medio de la dife- 
renciación logarítmica de funciones generadoras. A continuación describimos este 
método. 

Sea A un conjunto de números positivos dado, y sea f(n) una función aritmética. 
Suponemos que el producto 
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Fax) = ra = x") Fein 


neA 


y la serie 


Gx) = An ZO ya 


ned 


convergen absolutamente para |x| < 1 y representan funciones analíticas en el 
disco unidad |x| < 1. El logaritmo del producto viene expresado por 


log F 4(x) = G(x"). 


-y ga. LET 


Diferenciando y multiplicando por x obtenemos 


et ie = 





p Gi(x")x" = y Y f(x" = E Yao (mx”, 


m=1 neA 


en donde y, es la función característica del conjunto A, 


TE 1 sineA, 
tA) = V0 sing A. 


Agrupando los términos con mn = k obtenemos 


È Suf $ ao, 


en donde 


Salk) = Y xdd) fd) = F, fd). 
d|k dik 


ded 


Por consiguiente tenemos la siguiente identidad, 
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(22) xF'i{x) = FAs) È, falls 


Ahora escribimos el producto F,(x) como una serie de potencias 


Fix) = Y pa, n)x", en donde p,,,(0) = 1, 
n=0 
e igualamos los coeficientes de x” de (22) para obtener la fórmula recursiva (24) 


en el teorema siguiente. 


Teorema 14.8 Para un conjunto dado A y una función aritmética f, los números 
Pa,s(n) definidos por la ecuación 


(23) na Dl py w iE È pa inbe" 


ned 


satisfacen la fórmula recursiva 


(24) npag) = Y falda, sn = W, 
en donde pa (0) =1 y 


Salk) = 2 f(a). 


deA 


EJEMPLO 1 Sea A el conjunto de todos los enteros positivos. Si f(n) = n, en- 
tonces p,,;(n) = p(n), que es la función de partición no restringida, y f4(k) = o(k), 
que es la suma de los divisores de k. La ecuación (24) da 


np(n) = Y o(k)p(n — k), 


k=1 


que es una relación notable que conecta una función de la teoría multiplicativa 
de números con una de la teoría aditiva de números. 
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EJEMPLO 2 Tomamos A igual al del ejemplo 1, pero f(n) = — n. Entonces los 
coeficientes de (23) se hallan determinados por el teorema de los números penta- 
gonales de Euler y la fórmula recursiva (24) da 


n pd 
(25) npa, An) = = 2 opa, sin — k) = —o(n) = 2 Pa, s(kjo(n — k), 


en donde 
(-1)" si n es un número pentagonal w(m) o w(— m) 


n) = i A 
Pa, sn) h si n no es un número pentagonal. 


La ecuación (25) también se puede escribir como sigue: 


o(n) — o(n — 1) — o(n — 2) + oln — 5) + ofn- 7) — 
(—1)""'a@(m) sin = o(m), 
= 4(-1)""'w(—m) sin = o(—m), 


0 en otro caso. 


La suma de la izquierda termina cuando el término o(k) tiene k < 1. Para ilus- 
trarlo, cuando n = 6 y n = 7, esto nos da las relaciones 


(6) = o(5) + o(4) — o(1), 
a(7) = o(6) + o(5) — o(2) — 7. 


14.11 LAS IDENTIDADES DE PARTICION DE RAMANUJAN 


Examinando la tabla de Macmahon de la función de partición, Ramanujan llegó 
a descubrir ciertas propiedades de divisibilidad sorprendentes de p(n). Por ejemplo, 
probó que 


(26) p(5m + 4) = 0 (mod 5), 
(27) p(7m + 5) = 0 (mod 7), 
(28) p(lim + 6) = 0 (mod 11). 


En relación con estos descubrimientos estableció también sin demostración dos 
identidades notables 
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(29) i p(Sm + 4)x™ = 5 ae 
y 

“o 713 2y7 
(30) È Im + Sx" =7 o K + 49x or > i 
en donde 


g(x) = [10 - x. 


n=1 


Dado que las funciones de la derecha de (29) y (30) admiten desarrollos en serie 
de potencias con coeficientes enteros, las identidades de Ramanujan implican de 
forma inmediata las congruencias (26) y (27). 

Las demostraciones de (29) y (30), basadas en la teoría de las funciones modu- 
lares, fueron establecidas por Darling, Mordell, Rademacher, Zuckerman, y otros. 
Demostraciones posteriores, independientes de la teoría de las funciones modulares, 
fueron establecidas por Kruyswijk [36] y posteriormente por Kolberg. El método 
de Kolberg no sólo da las identidades de Ramanujan sino muchas otras. La demos- 
tración de Kruyswijk de (29) se establece en los ejercicios 11-15. 


Ejercicios del capítulo 14 


1. Sea A un conjunto no vacío de números positivos. 
(a) Probar que el producto 


ma = al ie 


mea 


es la función generadora del número de particiones de n en partes pertenecientes al con- 
junto A. 
(b) Describir la función de partición generada por el producto 


[] a + x”. 


meA 


En particular, describir la función de partición generada por el producto finito 


Tas (1 + x”. 
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2. Si |x| < 1, probar que 


Ta += a- 297 


m=1 m=1 


y deducir que el número de particiones de n en partes desiguales es igual al número de parti- 
ciones de n en partes impares. 


3. Para complejos x y z con |x| < 1, consideramos 


fx, 2) = [] (1 — x"2). 


m=1 


(a) Probar que, para cada z fijo, el producto es una función analítica de x en el disco |x| < 1, 


y que, para cada x fijo con |x| < 1, el producto es una función entera de z. 
(b) Definimos los números a(x) por la ecuación 


© 


f(x, 2) = Y alz". 


n=0 
Probar que f(x, z)=(1 —zx)f(x, zx) y utilizarlo para demostrar que los coeficientes satis- 
facen la fórmula recursiva 
a(x) = A,(x)x" — An—1(x)x”. 
(c) De la parte (b) deducir que a,(x) = (— 1)"x"("*)2/P,(x), en donde 


P,(x) = [] (1 — x’). 
r=1 
Este resultado prueba la siguiente identidad para |x| < 1 y z arbitrario: 


- 2 (-1) 
1 Ea x™ E n(n+1)/2,n 
a 4 x P(x) id js 


4. Utilizar un procedimiento análogo al del ejercicio 3 para demostrar que, si |x| < 1 y |z| <1 
tenemos 





oe © z" 
1—x"z) l= 
I ) 2, P,(x) 
en donde P,(x) = TR. 1 (1 — x’). 
5. Si xÆ 1, sea Q,(x) = 1 y, para n> 1, definamos 
n (eet co 


Q,(x) = I] ER PIE feo 


r=11=x 
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(a) Deducir las siguientes identidades finitas de Shanks: 


y mom 1/2 T Qax) xs2n+1) 


> 


m=1 s=0 Ox) 

2n+1 Pa n 0,(x) 
m(m—1)/2 — En” ¿s(2n+ 1) 

Ze 2, Q,(x) i f 


(b) Utilizar las identidades de Shanks para deducir el teorema de los números triangulares 
de Gauss: i 


> mea 1 12X” 
A 1 = I AT para |x| < 1. 
m=1 n=il=x 


6. La identidad que sigue es válida para |x| < 1: 


y ymm+ 1/2 Ta + x)(1 — x), 


m=— 0 n=1 


(a) Deducirla de las identidades de los ejercicios 2 y 5(b). 
(b) Deducirla de la identidad del triple producto de Jacobi. 
7. Probar que las siguientes identidades, válidas para |x| < 1, son consecuencias de la identidad 
del triple producto de Jacobi: 


(a) Ta =K = 21 9) = y (—1)"x"Sm+ 30/2, 
n=1 apace 

(b) da - x*")(1 — sma = grea?) mi y (— 1)" Sm+1N2, 
n=1 GRE 


8. Probar que la fórmula recursiva 


n 


np(n) = Y o(k)p(n — k), 


k=1 


obtenida en la sección 14.10 se puede poner en la forma 


np({n) = y $ mpín — km). 


m=1 k<n/m 


9. Suponemos que cada entero positivo k se escribe en g(k) colores distintos, en donde g(k) es 
un entero positivo. Sea p(n) el número de particiones de n en las que cada parte k aparece 
a lo sumo en g(k) colores diferentes. Cuando g(k) = 1 para todo k, obtenemos la función 
de partición no restringida p(n). Buscar un producto infinito que genere p(n) y probar que existe 
una función aritmética f (que depende de g) tal que 
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np¿(n) = XS (k)p,(n — k). 


10. La notación es la referente a la sección 14.10. Resolviendo la ecuación diferencial de primer 
orden en (22) probar que, si |x| < 1, tenemos 


-n YASON _ * H(t) } 
Td - x’) "= expt | z ate, 


nea 0 


en donde 
H(x) = 2 y  Jfik)= Y fid). 
del 
Deducir que 


ITA - xy" = e7* para Ixl <1, 


n=1 


en donde (nm) es la función de Möbius. 
Los ejercicios que siguen proporcionan una demostración de la identidad de partición de 
Ramanujan 


o 5)5 0 
$ p(Sm + 4)x” = [ey en donde g(x) = [] (1 — x’), 
m=0 p(x) n=1 


por un método de Kruyswijk que no requiere la teoría de las funciones modulares. 
11. (a) Sea e = e*#'/k, en donde k> 1 probar que, para todo x, tenemos 


k 
[1a — xe") = 1 — x. 


h=1 
(b) En general, si (nm, k) = d, probar que 


[0 = xe) = (1-0, 


h=1 . 


y deducir que 


k 
Ma = T tne) a 
h=1 


f —x™ si(nk)=1, 
(1 — x"¥ sikļn. 


12. (a) Utilizar el ejercicio 11(b) para probar que, para q primo y |x| < 1, tenemos 
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q deL 
1 — yMp2rinhlq aad g(x")? p 
1 I is ) p(x*) 


8 


(b) Deducir la identidad 





pln = 7 I] na ss a a Y 


13. Se dice que una serie de potencias de la forma 


© 


>. a(n)x*"*" 
n=0 
es de tipo r mod q, si ges primo y si0< r <q. 
(a) Utilizar el teorema de los números pentagonales de Euler para demostrar que p(x) es una 
suma de tres series de potencias, 


ox) = [10 - x") = Io + I + Iz, 


en donde J; designa una serie de potencias de tipo k mod 5. 
(b) Sea « = e?xt/5 y pruébese que 


4 0 4 
I] [10 — x'a = [] Uo + 110 + 1,07"). 
h=1 


h=1 n=1 


(c) Utilizar el ejercicio 12(b) para probar que 


$ sara. pA 
Eon 


en donde V, es la serie de potencias de tipo 4 mod 5 obtenida del producto de la parte (b). 
14. (a) Utilizar el teorema 14.7 para probar que el cubo del producto de Euler es la suma de tres 
series de potencias, 


g(x)? = W + W, + W, 
en donde W; indica una serie de potencias de tipo k mod 5. 


(b) Utilizar la identidad Wy + W, + W; = (Lo + 1, + I)? para probar que la serie de po- 
tencias del ejercicio 13(a) satisface la relación 


lol, = —1,?. 
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(c) Probar que J, = — xq(x?*). 


15. Observar que el producto []}-; (Io 1,0 + I,«7*) es un polinomio homogéneo en hy, I, Iz 
de grado 4, por lo que los términos que contribuyen a la serie de tipo 4 mod 5 provienen de los 
términos 1$, 1,13, e RE. 

(a) Utilizar el ejercicio 14(c) para demostrar que existe una constante c tal que 
Va = Cl rig 
en donde V, es la serie de potencias del ejercicio 13(c), y deducir que 


ane 





$ p(x 
Sm + 4 Sm+4 _ 4 n 
O e, 
(b) Probar que c = 5 y deducir la identidad de Ramanujan 
5)5 
È Sm + 4 e 
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